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Vorwort  des  Yerfassers 


.  .  .  „Wenn  also  das  Buch  niclit  als  ein  Kompendium,  son- 
dern, wie  sein  Titel  sagt,  als  Einfuhrung  in  die  höhere  Algebra 
angesehen  werden  will,  so  habe  ich  doch  versucht,  eine  ge- 
nügend breite  Basis  zu  schaffen,  um  den  Leser  instand  zu  setzen, 
später  mit  Verständnis  weiterarbeiten  zu  können;  dies  erschien 
gebotener,  als  irgend  einen  Gegenstand  durchaus  erschöpfend 
zu  behandeln.  Es  braucht  wohl  nicht  besonders  gerechtfertigt 
zu  werden,  daß  wichtige  Gegenstände,  wie  die  Galoissche  Theorie 
und  eine  systematische  Behandlung  der  Invarianten  fehlen;  da 
eine  Auswahl  getroffen  werden  mußte,  so  sind  solche  Dinge 
bevorzugt  worden,  die  sich  für  Geometrie,  Analysis  und  Algebra 
in  gleicher  Weise  von  Bedeutung  erwiesen  haben;  die  Be- 
ziehungen der  algebraischen  Theorien  zur  Geometrie  sind  überall 
stark  betont.  Dabei  ist  aber  wieder  zu  beachten,  daß  in  erster 
Linie  Algebra  und  nicht  ^  analytische  Geometrie  abgehandelt 
wird,  so  daß  die  geometrischen  Entwicklungen  notwendig  einen 
fragmentarischen  Charakter  tragen. 

An  algebraischen  Vorkenntnissen  ist  nichts  vorausgesetzt 
außer  einer  gewissen  Vertrautheit  mit  der  elementaren  Algebra 
bis  zu  den  quadratischen  Gleichungen,  sowie  eine  nur  so  weit 
gehende  Beherrschung  der  Determinanten  und  des  induktiven 
Schlußverfahrens,  wie  sie  der  Primaner  leicht  in  einer  bis  zwei 
Wochen  erreichen  kann.  Trotzdem  ist  das  Buch  nicht  für  ganz 
unerfahrene  Leser  geschrieben,  sondern  für  Studierende,  die  sich 
zwei  oder  drei  Jahre  lang  mit  analytischer  Geometrie  und 
Differentialrechnung  beschäftigt  haben.  Eine  wirkliche  Kennt- 
nis der  elementaren  analytischen  Geometrie  ist  tatsächlich  un- 
erläßlich. 

Die  Übungen  am  Ende  der  einzelnen  Abschnitte  machen 
einen  wesentlichen  Bestandteil  des  Buches  aus.  Sie  sollen  dem 
Leser  nicht  nur  Stoff  zu  selbständiger  Betätigung  geben,  sondern 
machen  ihn  vielfach  auch  mit  den  Grundgedanken  verwandter 
Theorien  bekannt,   so   z.  B.  mit    Sylvesters    „Law   of  NuUity" 
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(S.  84),  den  Orthogonalen  Transformationen  (S.  167  und  S.  189) 
und  der  Invariantentheorie  einer  binären  biquadratischen  Form 
(S.  280). 

Bei  der  ersten  Lektüre  der  Kapitel  I— VII  kann  man  die 
Abschnitte  10,  11,  18,  19,  20,  25,  27,  34,  35  ganz  oder  zum 
Teil  weglassen.  Dann  möge  man  sich  entweder  mit  den  qua- 
dratischen Formen  (Kapitel  VIII — XIII)  beschäftigen  oder  so- 
fort zu  den  in  Kapitel  XIV — XIX  behandelten  allgemeineren 
Gegenständen  übergehen. 

Die  Kapitel  XX — XXII  über  Elementarteiler  bilden  den 
am  weitesten  fortgeschrittenen  Teil  des  Buches.  Wer  sie  ohne 
das  übrige  Buch  zu  lesen,  durcharbeiten  will,  muß  sich  erst 
mit  dem  Inhalt  der  Abschnitte  19  (ohne  Satz  1),  21 — 25,  36, 
42,  43  vertraut  machen. 

In  einem  Werke  dieser  Art  erschien  es  nicht  geboten, 
viele  Literaturnachweise  zu  geben;  ebenso  soU  von  einer  Auf- 
zählung der  Quellen,  die  bei  der  Bearbeitung  zu  Rate  gezogen 
sind,  abgesehen  werden.  Indessen  sind  die  Arbeiten  zweier 
Mathematiker,  Kronecker  und  Frobenius,  von  so  entscheidendem 
Einfluß  auf  den  Charakter  des  Buches  geworden,  daß  ihre  Namen 
hier  erwähnt  werden  müssen.  Auch  schuldet  der  Verfasser 
seinen  Dank  seinem  Kollegen,  Herrn  Professor  Osgood,  für 
Vorschläge  und  Bemerkungen  bezüglich  der  Kapitel  XIV — XVI. 

Das  Buch  ist  hervorgegangen  aus  Vorlesungen,  die  vom 
Verfasser  in  den  letzten  zehn  Jahren  an  der  Harvard-Universität 
gehalten  wurden." 

Zu  dem  obigen  Auszug  aus  dem  Vorwort  zur  englischen 
Originalausgabe  habe  ich  jetzt  nur  noch  weniges  hinzuzufügen: 

Vor  allen  Dingen  will  ich  hervorheben,  daß  bei  Aus- 
arbeitung des  Originals  ein  großer  Teil  der  Arbeit  von  Herrn 
Duval  übernommen  wurde.  Da  sein  Name  auf  dem  Titelblatt 
der  deutschen  Ausgabe  nicht  mehr  aufgeführt  ist,  wiU  ich  nicht 
unterlassen,  den  großen  Anteil  des  Herrn  Duval  an  der  Ent- 
stehung des  Buches  nochmals  ausdrücklich  zu  konstatieren. 

Hauptsächlich  durch  freundliche  Mitteilungen  verschiedener 
Mathematiker  wurde  es  mir  möglich,  in  der  jetzigen  Ausgabe 
manche  Unklarheiten  und  kleine  Irrtümer  zu  beseitigen.  Hier- 
bei bin  ich  namentlich  dem  Übersetzer  verpflichtet;  dann  aber 
auch  meinem  Harvarder  Zuhörer  Herrn  Dunham  Jackson.    Auch 
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fernerhin  werde   ich  allen  denen  dankbar   sein,   die  mich  auf 
noch  bestehende  Inkorrektheiten  aufmerksam  machen. 

Schließlich  sei  es  mir  gestattet,  Herrn  Dr.  Beck  für  das 
Interesse  an  Form  und  Inhalt,  das  er  der  nicht  leichten 
Aufgabe  des  Übersetzers  entgegenbrachte,  meinen  Dank  aus- 
zusprechen. 

Cambridge,  Mass.,  im  August  1909. 

Maxime  Bocher. 


Vorwort  des  Herausgebers 

Die  vorliegende  deutsche  Ausgabe  ist  im  wesentlichen  eine 
wörtlich  gehaltene  Übersetzung;  es  fehlen  nur  einige  Anmer- 
kungen, die  als  spezifisch  amerikanische  Verhältnisse  betreffend 
für  den  deutschen  Leser  von  geringerem  Interesse  sind;  dafür 
hat  der  Verfasser  einige  Übungen  hinzugefügt,  die  also  im 
Original  fehlen.  Auch  die  Numerierung  der  Lehrsätze  ist  genau 
so  beibehalten,  wie  im  Original,  so  daß  beide  Ausgaben  neben- 
einander gebraucht  werden  können. 

Ganz  besonderen  Dank  schulde  ich  dem  Herrn  Verfasser, 
der  so  freundlich  war,  die  Korrekturen  mitzulesen.  Auch 
erhielt  ich  von  Herrn  E.  Study  in  Bonn  und  Herrn  P.  Stäckel 
in  Karlsruhe  zahlreiche  wertvolle  Winke,  für  die  ich  auch  an 
dieser  SteUe  meinen  herzlichen  Dank  ausspreche. 

Hannover,  im  September  1909. 

Hans  Beck. 
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Zur  Einführung 

Nicht  ohne  Bedenken  habe  ich  dem  Herrn  Verleger  und 
meinem  Freunde,  dem  Übersetzer  des  vorliegenden  Werkes, 
schließlich  nachgegeben,  die  wünschten,  ich  möchte  Bochers 
Algebra  in  ihrem  neuen  Gewände  mit  einem  Begleitwort  ver- 
sehen. Denn  wenn  auch  der  Herr  Verfasser  selbst  sich  freund- 
lich zu  einem  solchen  Gedanken  gestellt  hat,  so  kann  ich  doch 
ein  etwas  beklemmendes  Gefühl  nicht  unterdrücken.  Ich  muß 
mich  fragen,  ob  mir  denn  auch  die  innere  Berechtigung  zu- 
kommt, dieses  Werk  bei  den  deutschen  Lesern  einzuführen, 
da  doch  schon  der  Name  des  Verfassers  die  beste  Bürgschaft 
gewährt  —  ein  Werk,  dessen  Inhalt  denn  auch  meiner  und 
überhaupt  jeder  Empfehlung  ganz  gewiß  entraten  kann.  In- 
dessen ist  das  Buch  zunächst  für  Studierende  bestimmt;  und 
diesen  werden  vielleicht,  von  einem  ihrer  Lehrer,  einige  Worte 
darüber  gesagt  werden  dürfen. 

Ich  will  der  Versuchung  widerstehen,  mich  über  die 
Mängel  der  Welt  im  allgemeinen  und  über  die  der  meisten 
mathematischen  Lehrbücher  im  besonderen  zu  verbreiten.  Das 
zu  sagen  mag  aber  wohl  zur  Sache  gehören,  daß  selbst  unter 
den  guten  Werken,  die  wir  besitzen,  nur  sehr  wenige  für  die 
Mehrzahl  der  Hörer  unserer  Universitäten  geeignet  zu  sein 
scheinen.  Die  Fortschritte  der  Mathematik  haben  sich  in  neuerer 
Zeit  so  rasch  vollzogen,  und  sie  haben  die  tüchtigsten  Kräfte 
in  solchem  Maße  absorbiert,  daß  die  eigentlich  didaktische 
Literatur  (zu  der  wir  vorzugsweise  für  Gelehrte  bestimmte 
Schriften  nicht  rechnen)  wohl  in  einigen  Rückstand  kommen 
mußte.  Immer  schwerer  wird  es,  weite  Gebiete  zu  übersehen, 
wie  es  doch  der  Verfasser  eines  Lehrbuches  tun  muß,  das  für 
einen  verhältnismäßig  großen  Leserkreis  bestimmt  ist,  wenn 
er  auch  längst  nicht  aUes,  auch  nicht  alles  Gute,  was  er  da 
findet,  wird  verarbeiten  können.  Daher  wird  immer  enger  der 
Kreis  derer,  die  zu  einem  solchen  Unternehmen  die  wissen- 
schaftlichen Voraussetzungen  mitbringen.    Es  gehört  aber  dazu 
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natürlich  nocli  vieles  mehr.  Es  genügt  nicht,  den  Stoff  ge- 
sichtet und  geordnet  zu  haben,  und  dann  Lehrsätze  hinzustellen 
und  sie  zu  beweisen.  Der  Lernende  will  außerdem  wissen,  wie 
man  zu  den  mathematischen  Wahrheiten  kommt.  Der  Anfänger 
wird  selten  die  Fähigkeit  haben,  etwas  Fertiges  zu  analysieren. 
Er  will  mit  eigenen  Augen  sehen,  wie  das  Gewebe  der  Wissen- 
schaft entsteht.  Er  soll  ein  lebendiges  Gefühl  für  die  Schön- 
heit der  Mathematik  erlangen,  und  er  soll  schließlich  auf  seine 
eigenen  Füße  gestellt  werden.  Die  Schwierigkeit,  allen  diesen 
Forderungen  gerecht  zu  werden,  wächst  mit  der  Schwierigkeit 
des  Stoffes;  sie  zu  überwinden  erfordert  eine  besondere  Lehr- 
begabung, die  mit  dem  eigentlich  mathematischen  Talent  sich 
längst  nicht  immer  zusammenfindet.  Dazu  kommt  noch  anderes. 
Die  Unruhe  unserer  Zeit  ist  der  Vertiefung  nicht  günstig,  die 
wachsende  Mannigfaltigkeit  der  Ansprüche  aber,  die  an  den 
angehenden  Mathematiker  herantreten,  drängt  den  Autor  gleich- 
wohl zur  Konzentration,  unter  der  doch  wieder  Strenge  und 
Verständlichkeit  nicht  leiden  sollen  —  am  wenigsten  leiden 
dürfen  in  einem  Buche  für  Anfänger,  die  vor  allem  lernen 
müssen,  was  ein  mathematischer  Beweis  ist.  Eine  schwere 
Kunst  aber  muß  es  schon  sein,  in  kleinem  Raum  eine  Fülle 
von  wertvollem  Stoff  zusammenzudrängen,  ohne  daß  er  dabei 
zu  Schaden  kommt,  und  außerdem  noch  das  Ganze  einem 
durchschnittlichen  Maß  von  Zeit  und  Kräften  zugänglich  zu 
machen.  Gewiß  gehört  dazu  unter  anderem  auch  eine  schier 
unendliche  Geduld.  Daher  verdient  immer  unseren  Dank,  wer 
solches  ernsthaft  unternimmt,  mit  doppelter  Freude  aber  werden 
wir  es  begrüßen,  wenn  ein  Versuch  dieser  Art  gelingt.  Und 
das  scheint  mir  hier  der  Fall  zu  sein. 

Von  dem  Werke  des  Herrn  Bö  eher  ist  die  Auflösungs- 
theorie  der  Gleichungen  höheren  Grades  ausgeschlossen  ge- 
blieben. Sonst  aber  enthält  es  von  der  Algebra  wohl  alles 
das,  und,  von  den  letzten,  dem  eigentlichen  Fachmann  natür- 
lich besonders  interessanten  Kapiteln  abgesehen,  auch  nur  das, 
was  etwa  zur  dllgemeinen  Ausbildung  des  Mathematikers  zu  rech- 
nen sein  wird.  Ein  solches  Buch,  das  also  unseren  jungen  Freun- 
den weder  zu  wenig  noch  zu  viel  bringt,  hat  uns  bisher  gefehlt. 
Eingehend  wird  der  Zusammenhang  der  Algebra  mit  der  Geome- 
trie besprochen  —  mit  Recht,  da  hier  der  Lernende  Schwierig- 
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keiten  zu  finden  pflegt,  auch  viele  Begriffe  der  Algebra  in  der 
Geometrie  ihre  Wurzel  haben,  und  die  geometrischen  Werke 
selbst  meist  nicht  Genügendes  bieten.  Überhaupt  hat  der  Ver- 
fasser keines  der  Mittel  unbenutzt  gelassen,  die  das  Studium 
eines  mathematischen  Werkes  erleichtern  können,  er  hat  keine 
Mühe  gescheut,  seinen  Lesern  unnütze  Arbeit  abzunehmen,  und 
die  notwendige  zu  einem  Vergnügen  zu  machen.  Vor  allem 
sei  hingewiesen  auf  die  wohldurchdachte,  fein  ausgearbeitete 
Terminologie.  Wer  lernen  will,  klar  und  einfach  zu  schreiben, 
ohne  platt  zu  werden,  systematisch  und  gründlich  zu  sein  ohne 
Trockenheit,  der  wird  es,  wenn  überhaupt,  hier  lernen  können. 
Als  nicht  gewöhnliche,  aber  besonders  erfreuliche  Züge  dürfen 
vielleicht  hervorgehoben  werden:  Die  Sorgfalt,  die  der  Ver- 
fasser  darauf  verwendet  hat,  dem  Leser  den  genauen  Inhalt  der 
Worterklärungen  deutlich  zu  machen,  und  die  Fülle  vorsichtig 
abgestufter  Übungsaufgaben,  durch  die  der  Anfänger  allmäh- 
lich zu  selbständiger  Beherrschung  des  Stoffes  hingeleitet  wird. 
Ein  Buch,  in  dem  eine  so  reiche  wissenschaftliche  und  Lehr- 
erfahrung zu  formvollendetem  Ausdruck  kommen,  wird  sich 
gewiß  viele  Freunde  gewinnen  und  nicht  verfehlen,  den  besten 
Einfluß  auszuüben. 

Die  Übersetzung  ist  vortrefflich.     Sie   liest  sich  ganz  so 

wie  ein  Original. 

E.  Study. 
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Kapitel  I 

Polynome 

1.  Polynome  in  einer  Veränderlichen.  Unter  einer 
ganzen  rationalen  Funktion,  oder  kürzer  einem  Polynom  in  x 
verstehen  wir  eine  Funktion  von  Xy  die  durch  einen  Ausdruck 
von  folgender  Form  erklärt  wird: 

(1)  C^X""^  -f  C^X"^  H h  Cj^OC^k. 

Darin  sollen  die  cc  ganze  positive  Zahlen  oder  Nullen  sein, 
während  die  c,  und  ebenso  die  x,  irgend  welche  reellen  oder 
komplexen  Größen  bedeuten. 

Unbeschadet  der  Allgemeinheit  dürfen  sämtliche  a  als  von- 
einander verschieden  angenommen  werden.  Unter  dieser  Voraus- 
setzung heißen  die  Ausdrücke  c.x"i  die  Glieder  des  Polynoms; 
c^  wird  der  Koeffizient  und  a.  der  Grad  des  Gliedes  c^x^i  ge- 
nannt. Die  höchste  Gradzahl,  welche  unter  den  Gliedern  mit 
nicht  verschwindenden  Koeffizienten  vorkommt,  heißt  auch  der 
Grad  des  Polynoms. 

Zu  beachten  ist,  daß  die  soeben  erklärten  Begriffe  — 
Glieder,  Koeffizienten,  Grad  —  sich  zunächst  nicht  eigentlich 
auf  das  Polynom  selbst  beziehen,  sondern  auf  den  besonderen 
Ausdruck  (1),  durch  den  wir  es  dargestellt  haben.  Es  wäre 
nämlich  ganz  gut  denkbar,  daß  dieselbe  Funktion  von  x  durch 
zwei  ganz  verschiedene  Ausdrücke  von  der  Form  (1)  dargestellt 
werden  könnte.  Indessen  werden  wir  bald  sehen  (Satz  5),  daß  das 
nur  in  dem  trivialen  Falle  eintreten  kann,  wo  die  beiden  Aus- 
drücke sich  lediglich  durch  Glieder  mit  verschwindenden  Koeffi- 
zienten unterscheiden. 

Werden  die  Glieder  von  (1)  nach  fallenden  Potenzen  von 
X  geordnet,  so  kann  das  Polynom  —  nötigenfalls  sind  Glieder 
mit  dem  Koeffizienten  Null  einzuschieben  —  in  der  Normal- 
form geschrieben  werden: 

«0^"  +  a^x"-'^  H h  a„_^x  +  a„, 

wobei  n  also  eine  ganze  positive  Zahl  oder  Null  bedeutet. 

Vom  n^^^  Grade  ist  dies  Polynom  indessen  nur  dann 
(und  auch  stets  dann),  wenn  »o  +  ^  ^s*- 
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Erklärung.  Zwei  Polynome  f\{x)  und  f^i^)  heißen  iden- 
tisch gleich  (f^=f^),  wenn  sie  für  alle  Werte  von  x  über- 
einstimmen. Entsprechend  sagt  man^  ein  Folynom  f{x)  ver- 
schwindet identisch  (f^O),  wenn  es  für  alle  Werte  von 
X  verschwindet. 

In    der    elementaren    Algebra    lernt    man    Polynome    zu 
addieren,  subtrahieren  und  multiplizieren/)  d.  i.  aus  zwei  Poly- 
nomen f^  {x)  und  f^  ix)  neue  Polynome  zu  bilden,  die  gleich  der 
Summe,  der  Differenz  oder  dem  Produkt  der  ersten  beiden  sind. 
Satz  1.     Verschwindet  das  Polynom 

f(x)  =  a^x''  +  a^x""-^  H \-  a^ 

für  x  =  a,  so  gibt  es  ein  anderes  Polynom 

(p^{x)  =  a^x""-^  +  aliT"--  + h  an-i, 

welches  die  Identität  erfüllt: 

f(x)  =  {x-a)(p,{x). 
Da  nämlich  f(a)  =  0  ist,  so  ergibt  sich: 
f(x)^f(x)-f{a)^a,{x"-a^) 

+  ai(a;"-^— a"-^)  +  ••  •  -{- a^_^{x  —  a) . 
Die  elementare  Regel  für  die  Multiplikation  zweier  Poly- 
nome liefert  aber: 

cf^-(^  =  {x-a)  (x^-^  H-  aa^-^  -] h  «*-\)  • 

Daher  können  wir  schreiben: 

f{x)  =  (x-  a)  K(^""'  +  «^""'  +  '  •  •  +  «""') 

+  a,(x"-'  +  ax^-^  +  •  •  •  +  «"-')  +  •  •  •  +ö^„_i]  • 
Jetzt  brauchen  wir  nur  noch  das  Polynom  in  den  eckigen 
Klammern  mit   ^^(x)  zu  bezeichnen,    und   damit  ist  der   Satz 
bewiesen. 

Ist  nun  ß  ein  von  a  verschiedener  Wert  von  x,  für  den  f(x) 
verschwindet,  so  ist: 

f(ß)=-{ß-a)cp,(ß)  =  0', 
da  nun  ß  -  a  =^  0  ist,  so  folgt,   daß  (p^{ß)  =  0  ist.     " 

Der  soeben  bewiesene  Satz  kann  daher  auf  das  Polynom  cp^  (x) 
angewendet  werden.    Es  ergibt  sich  dann  das  weitere  Polynom 
(p^{x)  =  a^x^-'  +  a;x"-^  +  •  •  •  +  a4'-2, 


1)  Die  schwierigere  Frage  der  Division   zweier  Polynome  wird  in 
§  63  behandelt. 
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für  welches  die  Identität  gilt: 

Daher  ist  auch: 

f(x)  =  {x  -  a)[x-ß)(p2{x). 

Fährt  man  in  dieser  Weise  fort,  so  erhält  man  als  all- 
gemeineres Ergebnis: 

Satz  2.  Gibt  es  Tc  voneinander  verschiedene  Konstante 
«1,  «2J    *  ■  ^>fc?  ß^^  ^^^  ^^^  Gleichungen  gelten: 

wobei 

fix)  =  a^x""  +  a^^x"-^  H \-  a.^  (^  ^  ^) 

gesetzt  ist,  so  besteht  die  Identität: 

f(x)  =  (x  —  «i)  (x  —  a^)  •  '  •  (x  —  a^)  (p  {x) , 
wenn  durch  (p(x)  folgendes  Polynom  dargestellt  wird: 

9)(^)  =  ao^«-*  +  b^x""-^-^  H \-K-k- 

Für  den  Fall  Je  =  n,  das  heißt  also,  wenn  das  Polynom 
f(x)  für  n  voneinander  verschiedene  Werte  <^i,  «2;  *  '  '  ^n  ^^^~ 
schwindet,  ergibt  sich  die  Identität: 

f{x)  =  a^ix  -  «1)  (x-  a^)-  -  '{x  —  «J  . 

Ist  daher  a^  =4=  ö?  so  gibt  es  außer  «!,•••«„  keinen  weiteren 
Wert  von  x,  der  die  Gleichung  f(x)  =  0  erfüllt.  Somit  ist  der 
folgende  Satz  bewiesen: 

Satz  3.  Ein  Folynom  n^^"^  Grades  in  x  hann  höchstens 
für  n  verschiedene  Werte  von  x  verschwinden. 

Die  einzigen  Polynome,  bei  denen  man  von  einem  Grade 
nicht  reden  kann,  sind  diejenigen,  bei  denen  sämtliche  Koeffi- 
zienten Null  sind.  Solche  Polynome  verschwinden  selbst- 
verständlich identisch.  Aus  Satz  3  erhalten  wir  jetzt  sofort 
den  wichtigen  Satz: 

Satz  4.  Ein  Polynom  in  x  verschwindet  dann  und  nur 
dann  identisch,  wenn  sämtliche  Koeffizienten  Null  sind. 

Zwei  Polynome  in  x  sind  dann  und  nur  dann  identisch 
gleich,  wenn  ihre  Differenz  identisch  verschwindet. 

Satz  5.  Zwei  Polynome  in  x  sind  dann  und  nur  dann 
identisch  gleich^  ivenn  sie  dieselben  Koeffizienten  besitzen. 

Dieser  Satz  zeigt,  daß,  wie  oben  erwähnt,  Glieder, 
Koeffizienten  und  Grad  eines  Polynoms  tatsächlich  von  diesem 

1* 
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selbst  abhängen  und  nicht  von  der  besonderen  Art  seiner  Dar- 
stellung. 

2.  Polynome  in  mehreren  Veränderlichen.  Eine 
Funktion  von  x  und  y  heißt  ein  Polynom,  wenn  sie  durch 
einen  Ausdruck  von  folgender  Form  gegeben  ist: 

c^x"^y^^  +  c^x'^-^y^^  +  •  •  •  +  Cj.x^'kyh  ^ 

wo  die  a  und  ß  ganze  positive  Zahlen  oder  Nullen  bedeuten. 
Allgemeiner    heißt    eine    Funktion    von   oo^,  x^,-  •  •  x^    ein 
Polynom,  wenn  sie  durch  einen  Ausdruck  nachstehender  Gestalt 
erklärt  wird: 

(1)  c^x,"^x/^  •  •  •  xj^  +  c^x^^'-x/^ .  • .  xj-  +  •  •  •  +  C^X^"kx/k..  -X^'k, 

wobei  die  a,  ß,  •  -  •  v   ganze  positive  Zahlen  oder  Nullen  sind. 
Unbeschadet  der  Allgemeinheit    dürfen   wir    voraussetzen, 
daß  in  diesem  Ausdruck  keine  zwei  Summanden  für  sämtliche 
X  gleiche  Exponenten  enthalten.     Das  heißt,  wenn  auch 

«z  =  S?  ßi-^ßjr"  ^i  =  i^j 
ist,  so  soll  doch  v^  H=  Vj  sein.  Unter  dieser  Voraussetzung  heißt 
der  Ausdruck  c.x^'^ix^^i  •  •  •  xji  ein  Glied  des  Polynoms  und  c^ 
sein  Koeffizient.  Ferner  heißt  dann  a^  der  Grad  dieses  Gliedes 
in  hezug  auf  x^,  /3.  sein  Grad  in  hezug  auf  x^  usw.,  endlich 
cc^ -\-  ßi  ■\-  '  ■  '  -\-  v^  sein  Gesamtgrad  oder  einfach  sein  Grad. 
Die  höchste  Gradzahl  in  bezug  auf  x-,  welche  unter  den  Gliedern 
mit  nicht  verschwindenden  Koeffizienten  vorkommt,  wird  auch 
Grad  des  Polynoms  in  hezug  auf  x-  genannt;  entsprechend  redet 
man  von  dem  höchsten  Gesamtgrade  auch  als  dem  Grade  des 
Polynoms;  auch  hier  wird  vorausgesetzt,  daß  der  Koeffizient 
des  zugehörigen'  Gliedes  von  Null  verschieden  ist. 

Ebenso  wie  in  §  1  beziehen  sich  die  hier  erklärten  Be- 
griffe zunächst  nicht  eigentlich  auf  das  Polynom  selbst,  sondern 
auf  den  besonderen  Ausdruck  (1),  durch  welchen  es  gerade  dar- 
gestellt wird;  wir  werden  aber  sehr  bald  sehen,  daß  es  im  wesent- 
lichen nur  eine  einzige  Darstellung  dieser  Art  gibt. 

Ein  Polynoyn,  dessen  sämtliche  Koeffizienten  Null  sind,  hat 
nach  unserer  Erklärung  Iceinen  Grad. 

Wenn  wir  von  einem  Polynom  in  n  Veränderlichen  reden, 
so  soll  damit  nicht  gesagt  sein,  daß  sämtliche  n  Veränderliche 
tatsächlich    auftreten;    vielmehr    kann    eine    von    ihnen    (oder 
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mehrere)  in  allen  Gliedern  den  Exponenten  Null  haben  und 
braucht  daher  gar  nicht  zum  Vorschein  zu  kommen.  Wir 
können  also  ein  Polynom  in  einer  Veränderlichen,  ja  sogar  eine 
Konstante  als  besonderen  Fall  eines  Polynoms  in  einer  größeren 
Anzahl  von  Veränderlichen  ansehen. 

Ein  Polynom  heißt  homogen,  wenn  alle  Glieder  denselben 
Grad  besitzen.  Solche  Polynome  werden  wir  auch  Formen 
nennen.^) 

Hinsichtlich  der  Anzahl  der  Veränderlichen  unterscheidet 
man  zwischen  binären,  ternären,  quaternären  usw.  Formen.  Eine 
binäre  Form  ist  also  eine  solche  in  zwei,  eine  ternäre  eine 
in  drei  Veränderlichen  usw.  Richtet  man  dagegen  sein  Augen- 
merk auf  den  Grad  der  Formen,  so  ergibt  sich  eine  andere  Ein- 
teilung. Dann  spricht  man  von  linearen,  quadratischen,  kubischen 
Formen,  deren  Grad  also  bzw.  1,  2,  3  ist.  Polynome,  deren 
Koeffizienten  sämtlich  Null  sind,  wollen  wir,  da  sie  ja  über- 
haupt keinen  Grad  besitzen,  nach  Belieben  als  lineare  oder 
quadratische  Formen  usw.  ansehen. 

Häufig  ist  es  vorteilhaft,  ein  Polynom  in  mehreren  Ver- 
änderlichen nach  fallenden  Potenzen  einer  dieser  Veränderlichen 
zu  ordnen.  Eine  Normalform,  auf  die  ein  Polynom  in  n  Ver- 
änderlichen demgemäß  gebracht  werden  kann,  ist  also  z.  B. 
die  folgende: 

dabei    sind    die    (p    Polynome    in    den    (n  —  1)  Veränderlichen 

Wie  durch  Addition,  Subtraktion  und  Multiplikation  aus 
gegebenen  Polynomen  neue  Polynome  erhalten  werden,  gehört 
in  die  elementare  Algebra. 

Erklärung.  Ztvei  Polynome  in  irgend  einer  Anzahl  von 
Veränderlichen  heißen  identisch  gleich,  wenn  sie  für  sämt- 
liche Wertesysteme  der  Veränderlichen  übereinstimmen.  Ent- 
sprechend sagt  man,  ein  Polynom  verschwindet  identisch, 
wenn  es  für  sämtliche  Wertesysteme  der  Veränderlichen 
Null  ist. 


1)  Einige  Autoren  wenden  im  Anschluß  an  Kroneeker  die  Bezeich- 
nung Formen  auf  alle  Polynome  an.  In  England  werden  die  homogenen 
Polynome  Quantics  genannt. 
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Satz  1.  Ein  Polynom  in  beliebig  vielen  Veränderlichen  ver- 
schwindet dann  und  nur  dann  identisch^  wenn  alle  Koeffizienten 
gleich  Null  sind. 

Daß  diese  Bedingung  hinreichend  ist^  bedarf  keines  Be- 
weises. Für  ihre  Notwendigkeit  geben  wir  einen  Induktions- 
beweis. Im  Falle  einer  Veränderlichen  ist  der  Satz  richtig 
(Satz  4,  §  1).  Er  ist  also  vollständig  bewiesen^  wenn  man  aus 
seiner  (vorausgesetzten)  Gültigkeit  für  n  —  1  Veränderliche  seine 
Gültigkeit  für  n  Veränderliche  ableiten  kann. 

Wir  setzen  also  voraus,  das  Polynom 

verschwinde  identisch.  Legen  wir  den  Veränderlichen  {x^y-  • ' x^) 
irgend  welche  festen  Werte  (x^',  •  •  •  x^')  bei,  so  wird  f  ein 
Polynom  in  der  einen  einzigen  Veränderlichen  x-^^,  welches  nach 
Voraussetzung  für  sämtliche  Werte  von  x^  verschwindet.  Daher 
müssen  seine  Koeffizienten  nach  Satz  4,  §  1  sämtlich  Null  sein: 

Das  heißt  aber,  die  Polynome  ^0?  9^1?  "  "  '  ^^m  verschwinden 
für  alle  Wertesysteme  der  Veränderlichen,  denn  (x^,  •  •  •  ^„') 
war  ja  ganz  beliebig  gewählt.  Ist  der  Satz  aber  für  Polynome 
in  n  —  1  Veränderlichen  richtig,  so  verschwinden  sämtliche 
Koeffizienten  der  Polynome  cpQ,  cp^,  -  •  -  cp^^^.  Diese  bilden  aber 
in  ihrer  Gesamtheit  gerade  die  Koeffizienten  von  f.  Somit  gilt 
der  Satz  jetzt  auch  für  Polynome  in  n  Veränderlichen. 

Zwei  Polynome  sind  dann  und  nur  dann  identisch  gleich, 
wenn  ihre  Difi'erenz  identisch  verschwindet.  Daher  gilt  der 
folgende  Satz: 

Satz  2.  Zwei  Polynome  sind  dann  und  nur  dann  iden- 
tisch gleich,  wenn  die  Koeffizienten  entsprechender  Glieder  gleich 


Satz  3.  Das  Produkt  f^f^  der  beiden  Polynome  /i  und  f^ 
vom  Grade  m^  bzw.  m^  besitzt  den  Grad  m^  +  m^ . 

Sind  beide  Polynome  solche  in  einer  Veränderlichen,  so 
ist  der  Satz  ohne  weiteres  einleuchtend.  Wir  können  ihn  da- 
her   allgemein    durch    den  Schluß    von  n  —  1  auf  n  beweisen. 

a)  Zuerst  betrachten  wir  den  besonderen  Fall,  daß  beide 
Polynome  homogen  sind.    Jedes  Einzelprodukt,  welches  wir  nach 


2,  Grad  des  Produktes  zweier  Polynome 


elementaren  Regeln  erhalten,  hat  hier  den  Grad  m^-\-  m^.  Es 
ist  daher  nur  zu  zeigen,  daß  unter  den  so  erhaltenen  Gliedern 
Ton  /i/2  mindestens  eins  vorkommt,  dessen  Koeffizient  von  Null 
verschieden  ist.  Dazu  ordnen  wir  die  beiden  Polynome  f\  und  f^ 
nach  fallenden  Potenzen  von  x^: 

fli^U  •  •  •  ^«)   =  W  (^2;  •  •  ■  ^r)^l'    +  9>l'('^2,  •  •  '^n)^l'~^  +  •   •  •. 

wobei  wir  annehmen  dürfen,  daß  weder  (p^  noch  qp^"  identisch 
verschwindet.  Da  f^  und  /*2  homogen  sind,  müssen  auch  die 
Polynome  (p^  und  (p^  homogen  sein,  und  zwar  vom  Grade 
m^  —  Aj^  bzw.  m^  —  ^'2 .  Im  Produkt  f^  •  f^  sind  dann  die  Glieder 
vom  höchsten  Grade  in  x^  gerade  die,  welche  in  ihrer  Gesamt- 
heit das  Produkt 

W(^2;  •  •  •  ^J  W(^2.  •  •  •  ^«)  ^1'  "^^^ 
ausmachen,  und  da  wir  voraussetzten,  daß  unser  Satz  für  Poly- 
nome in  w  —  1  Veränderlichen  richtig  ist,  so  ist  qPoVo'  ®i^ 
Polynom  vom  Grade  m^  -\-  m^  —  \  —  \ .  Jedes  Glied  dieses 
Produktes,  dessen  Koeffizient  nicht  Null  ist,  gibt  dann  mit 
x^h  +  K  multipliziert,  ein  Glied  des  Produktes  f^  -f^,  welches  den 
Grad  m^  +  m,2  hat,  und  dessen  Koeffizient  ebenfalls  nicht  ver- 
schwindet. 

Für  den  Fall  homogener  Polynome  ist  der  Satz  also  be- 
wiesen. 

b)  Im  allgemeinen  Falle  schreiben  wir  die  Polynome  f\ 
und  /g  folgendermaßen: 

/iK.  •  •  •  ^«)  =  ^'al^iy  •  •  •  ^J  +  9^«x_i(^i;  •"^n)-\ ; 

wo  cp!  und  cp^'  homogene  Polynome  vom  Grade  i  bzw.  j  sind, 
oder  identisch  verschwinden. 

Da  nach  unsern  Voraussetzungen  f^  und  f^  wirklich  vom 
Grade  m^  und  m^  sein  sollen,  so  können  die  Polynome  cpm^  und 
cprn^  nicht  identisch  verschwinden,  sondern  haben  den  Grad  m^ 
bzw.  m^ . 

Den  höchsten  Grad  müssen  nun  im  Produkt  f^  •  f\  die 
Glieder  haben,  die  dem  Produkt  (p!n^(p!u^  angehören.  Das  ist 
aber  ein  Produkt  homogener  Polynome,  fällt  also  unter  den 
schon  erledigten  Fall  und  besitzt  daher  den  Grad  m-^  +  m^.    So 
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groß   ist  dann   also   auch   der  Grad  von  fi'f^,  nnd  damit  ist 
unser  Satz  vollständig  bewiesen.     Es  folgt  sofort: 

Zusatz.  Das  Frodiikt  von  h  Polynomen^  deren  Gradzahleti 
der  Beihe  nach  m^,  m^,  .  .  .  m^  sind,  ist  ein  Polynom  vom,  Grade 
Wj  +  %  +  •••  +  mj^. 

Wir  führen  noch  zwei  Sätze  von  großer  Wichtigkeit  an: 

Satz  4.  Ist  das  ProduH  ziveier  oder  mehrerer  Polynome 
identisch  Null,  so  muß  mindestens  ein  Faktor  identisch  ver- 
schwinden. 

Würde  nämlich  keins  dieser  Polynome  identisch  ver- 
schwinden, so  hätte  jedes  von  ihnen  einen  bestimmten  Grad, 
und  ebenso  auch  nach  Satz  3  ihr  Produkt:  es  könnte  also  nicht 
identisch  Null  sein. 

Dieser  Satz  erlaubt  uns,  von  einer  Identität  einen  Faktor, 
von  dem  wir  wissen,  daß  er  nicht  identisch  verschwindet,  abzu- 
spalten. 

Satz  5.  Verschwindet  das  Polynom  /(^i,  .  .  .  x^  nicht 
identisch,  so  verschwindet  das  Polynom  (pix^,  ...  x^  identisch, 
wenn  es  für  alle  Wertesysteme  verschwindet,  für  die  f  von  Null 
verschieden  ist. 

Dies  folgt  aus  Satz  4,  da  ja  das  Produkt  /*•  (p  identisch 
verschwindet. 

Übungen 

1.  Die  beiden  Polynome  /'  und  tp  erfüllen  die  Identität  f^^cp^. 
Welche  Relationen  zwischen  /"  und  qp  lassen  sich  daraus  erschliessen? 

2.  Die  beiden  Polynome  f\  und  f»  in  {x^, .  . .  x„)  seien  vom  Grade 
m^  bzw.  mg  in  hezug  auf  x^ .  Bewiesen  werden  soll ,  daß  das  Produkt 
f^  '  f^  in  bezug  auf  x^  den  Grad  m^  -f-  m^  besitzt. 

3.  Geometrische  Deutung.  In  der  Lehre  von  den 
Funktionen  einer  einzigen  redien  Veränderlichen  pflegt  man 
die  verschiedenen  Werte  dieser  Veränderlichen  geometrisch 
durch  die  Punkte  einer  geraden  Linie  darzustellen.  Dann 
meint  man,  wenn  man  vom  Punlde  x  spricht,  den  Punkt  dieser 
Geraden,  der  \x\  Längeneinheiten  von  einem  festen  Anfangs- 
punJct  0  entfernt  ist^).  Dabei  wird  0  ebenfalls  auf  der  Ge- 
raden angenommen;  der  Punkt  x  liegt  rechts  oder  links  von  0, 
je  nachdem  x   positiv   oder  negativ  ist.     In  ähnlicher  Weise 

1)  Das  Symbol  [  z  \  soll  wie  üblich  den  absoluten  Betrag  von  z 
bedeuten. 


3.  Geometrische  Deutung 


können  bei  Funktionen  zweier  reeller  Veränderlichen  die  Werte- 
systeme dieser  Veränderlichen  geometrisch  durch  die  Punkte 
einer  Ebene  dargestellt  werden.  Im  Falle  dreier  reeller  Ver- 
änderlicher kann  man  die  Punkte  des  Raumes  benutzen.  Die 
Wertesysteme  der  Veränderlichen  liefern  beidemal  die  recht- 
winkligen Koordinaten  des  Punktes.  Bei  vier  oder  mehr  Ver- 
änderlichen ist  eine  solche  geometrische  Darstellung  indessen 
nicht  mehr  möglich. 

Die  komplexe  Veränderliche  x  =  ^  -\-  r]i  hängt  von  den 
beiden  unabhängigen  reellen  Veränderlichen  J  und  r]  in  der 
Weise  ab,  daß  jedem  Paare  reeller  Werte  (|,  rj)  ein  einziger 
Wert  von  x  entspricht,  und  umgekehrt.  Daher  können  den 
verschiedenen  Werten  einer  einzigen  komplexen  Veränderlichen, 
wenn  man  (J,  rj)  als  kartesische  Koordinaten  deutet,  die  Punkte 
einer  Ebene  zugeordnet  werden.  Schon  bei  Funktionen  von 
zwei  komplexen  Veränderlichen  versagt  aber  dies  Verfahren, 
denn  zwei  komplexe  Veränderliche  x  =  h,  -\-  rji^  2/  ==  Ji  +  '^i^ 
sind  vier  reellen  Veränderlichen  (5,  r] ;  ^j,  rj^)  äquivalent. 

Unter  der-  Umgehung  eines  Punktes  x  =  a  einer  Geraden 
verstehen  wir  das  Stück  der  Geraden  zwischen  den  Punkten 
X  =  a  —  a  und  x  =^  a  -{-  a  (wobei  a  eine  ganz  beliebige  posi- 
tive Konstante  bedeutet)  oder  mit  anderen  Worten,  die  Gesamt- 
heit aller  Pimkte,  deren  Koordinaten  die  Ungleichung  befriedigen: 

\x  —  a\<Ccc. 
Entsprechend  verstehen  wir  unter  der  Umgebung  eines  Punktes 
(a,  h)  der  Ebene  die  Gesamtheit  aller  Punkte  {x,  y),  für  die  die 
Ungleichungen  gelten: 

\x  —  a\<a,     \y-h\<ß, 
wobei  a  und   ß  positive  Konstante  sind.     Die  Umgebung  be- 
steht demnach  aus  dem  Innern  eines  Rechtecks,  dessen  Seiten 
zu  den  Koordinatenachsen  parallel  laufen;  dabei  bedeutet  (a,  h) 
den  Mittelpunkt  des  Rechtecks. 

Unter  der  Umgebung  eines  Punktes  (a,  h,  c)  im  Räume  ver- 
stehen wir  die  Gesamtheit  aller  Punkte  (x^  y,  z),  die  die  folgen- 
den Ungleichungen  erfüllen: 

\x  —  a\<a^      y—h\<ß,     \z  —  c\<y. 

In  allen  diesen  Fällen  kann  die  Umgebung  eines  Punktes  groß 
oder  klein  sein,  je  nachdem  die  Konstanten  a,  ß,  y  gewählt  werden. 


i^' 
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Beschäftigt  man  sich  mit  einer  komplexen  Veränderlichen 
^  =  ^  -\-  Vh  SO  ist  unter  der  Umgebung  eines  Punktes  a  die 
Gesamtheit  aller  Punkte  x  der  G^aw^  sehen  Ebene  zu  verstehen, 
für  die  die  Ungleichung  gilt :  x  —  a\  <i  cc.  Hier  bedeutet  a^ 
wie  früher,  eine  reelle  positive  Konstante.  Nun  gibt  aber 
\x  —  a\  den  Abstand  der  beiden  Punkte  x  und  a,  und  daher 
besteht  die  Umgebung  von  a  jetzt  aus  dem  Innern  eines  Kreises 
vom  Radius  a,  dessen  Mittelpunkt  a  ist. 

Die  hier  entwickelte  Terminologie  wendet  man  nun  zweck- 
mäßig auf  den  Fall  an,  wo  eine  heliehige  Anzahl  reeller  oder 
komplexer  Veränderlichen  vorliegt.  Bei  n  unabhängigen  Ver- 
änderlichen {x^,x^,...  x^)  nennt  man  jedes  besondere  Werte- 
system der  Veränderlichen  einen  Punkt  im  Räume  von  n  Di- 
mensionen. Dabei  spricht  man  von  reellen  Punkten,  wenn  die 
X  sämtlich  reell  sind,  und  von  Ixomplexen  Punkten,  wenn  das 
nicht  der  Fall  ist.  Die  Frage,  ob  mit  dem  Begriff  eines 
Raumes  von  mehr  als  drei  Dimensionen  ein  geometrischer  Sinn 
verbunden  werden  kann,  haben  wir  hier  nicht  zu  beantworten; 
wir  bedienen  uns  der  angeführten  Kunstausdrücke  vielmehr 
lediglich  in  dem  vorhin  auseinandergesetzten  algehraischen  Sinne. 
Vor  der  gewöhnlichen  algebraischen  Ausdrucksweise  haben  sie 
den  Vorteil  größerer  Knappheit  voraus;  andrerseits  suggeriert 
diese  Terminologie  dadurch,  daß  sie  unsere  Gedanken  auf  geo- 
metrische Gebilde  im  Räume  von  drei  Dimensionen  richtet, 
häufig  Beziehungen,  die  sich  ohne  sie  nicht  so  leicht  ergeben 
hätten. 

Unter  der  Umgebung  eines  Punktes  [a^ ,  a^,  ...  a^)  ver- 
stehen wir  die  Gesamtheit  aller  Punkte  (x^,  oc^,  .  .  .  x„),  für  die 
die  Ungleichungen  gelten: 

j  Ä^i  —  »1  I  <  «1 ,       j  ^2  —  «2  ;  <  ^2;    •  •  •  I  ^n  ~  ^«  i  <  ^n> 

wobei  die  «^ ,  «g  >  •  •  •  ^«  heliehige  reelle  positive  Konstante  be- 
deuten. 

Ist  insbesondere  (a^,  q^}  -"  ^„)  ^i^  reeller  Punkt,  so  kömien 
wir  die  Gesamtheit  der  reellen  Punkte,  die  die  obigen  Un- 
gleichungen befriedigen,  auch  die  reelle  Umgebung  des  Punktes 
nennen. 

Als  Beispiel  für  die  algebraische  Verwendung  des  Begriffs 
der  Umgebung  eines  Punktes  opeben  wir  den  Satz: 


3.  Umgebung  eines  Punktes  11 

Satz  1.  Damit  das  Polynom  f(x^ ,  .  .  .  xj  identisch  ver- 
schivindäy  ist  es  notwendig  und  hinreichend,  daß  es  über  all  in 
einer  Umgebung  eines  Punktes  {a^,  . .  .  a^^  verschwindet. 

Die  Bedingung  ist  offenbar  notwendig.  Um  zu  zeigen^  daß 
sie  auch  ausreichend  ist,   beginnen  wir   mit   dem  Falle  w  =  1. 

Wir  setzen  also  voraus,  daß  f{x)  überall  in  einer  gewissen 
Umgebung  des  Punktes  x  =  a  gleich  Null  ist.  Wenn  das 
Polynom  f(x)  nun  nicht  identisch  verschwände,  müßte  es 
einen  bestimmten  Grad,  etwa  h,  haben  und  könnte  daher 
(Satz  3,  §  1)  in  höchstens  h  Punkten  gleich  NuU  sein.  Es 
verschwindet  aber  in  unendlich  vielen  Punkten,  nämlich  in 
aUen  Punkten  einer  Umgebung  von  x  =  a. 

Damit  ist  unser  Satz  für  den  FaU  n  =  1  bewiesen,  und 
wir  wählen  jetzt  n  =  2 . 

Das  Polynom,  welches  überall  in  der  Umgebung 
\x-  a\<a,     \tj  —  b\<ß 
verschwindet,  werde  in  folgender  Gestalt  geschrieben: 

f(x,  y)  =  (Po(y)a^  +  (pM^'~'  +  •  •  •  +  n(y)- 

Jetzt  sei  ?/o  eine  Konstante,  die  der  Bedingung  unterliegt: 
\l/o-b\<ß. 
Dann  ist  f(x,  y^)  ein  Polynom  in  x  allein,  welches  für  \x  —  a\<^a 
stets    gleich    Null    ist.      Nach    dem    bereits    bewiesenen    Teile 
unseres  Satzes  verschwindet  es  daher  identisch,  und  es  ist: 

^o(^o)  =  9^1  W  =  •  •  •  =  9>k(yo)  =  0 . 
Somit  verschwinden  aUe  diese  Polynome  cp  in  jedem  Punkte  ?/q 
der  Umgebung  von  y  =  b  und  sind  daher,  ebenfalls  nach  dem 
bereits  bewiesenen  Teile  unseres  Satzes,  identisch  Null.    Daraus 
folgt  aber,  daß  f(Xj  y)  identisch  verschwindet. 

Dies  Beweisverfahren  auf  den  Fall  von  n  Veränderlichen 
auszudehnen,  überlassen  wir  dem  Leser.  Aus  dem  eben  be- 
wiesenen Satze  ergibt  sich  nun  sofort: 

Satz  2.  Damit  zwei  Polynome  in  den  Veränderlichen 
(x^j ...  xj  identisch  gleich  sind,  ist  es  notwendig  und  hinreichend, 
daß  sie  überall  in  einer  gewissen  Umgebung  eines  Punlies 
(«1, . .  .  a„)  übereinstimmen. 

Übungen 

1.  Satz  3,  §  1  kann  folgendermaßen  ausgesprochen  werden:  Ein 
Polynom  f  in  einer  Veränderlichen^  von  dem  wir  wissen,  daß  sein  Grad 
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nicht  größer  als  n  ist ,  verschwindet  identisch ,  sobald  es  in  n  -{-  1  ver- 
schiedenen Punkten  verschwindet.  Beweise  die  folgende  Verall- 
gemeinerung: 

Weiß  man,  daß  der  Grad  des  Polynoms  f(x,  y)  in  bezug  auf  x  nicht 
größer  als  n  und  in  bezug  auf  y  nicht  größer  als  m  ist,  daß  ferner  f 
in  den  {n  -\-  1)  (?«  -j-  1)  verschiedenen  Punkten 

Null  ist,  so  verschwindet  das  Polynom  identisch. 

2.  Der  Satz  in  Übung  1  soll  auf  Polynome  in  beliebig  vielen  Ver- 
änderlichen ausgedehnt  werden. 

8.  Satz  4,  §  2  soll  mit  Hilfe  von  Satz  1,  §  3  bewiesen  werden; 
aus  ihm  ist  dann  Satz  3,  §  2  abzuleiten. 

4.  Homogene  Koordinaten.  Obwohl  bereits  zwei 
Größen  ausreichen,  um  die  Lage  eines  Punktes  in  der  Ebene 
zu  bestimmen,  ist  es  doch  häufig  zweckmäßig,  drei  zu  benutzen, 
wobei  es  dann  nicht  mehr  auf  die  Werte  dieser  Größen  selbst^ 
sondern  nur  auf  ihre  Verhältnisse  ankommt. 

Wir  erklären  also  drei  Größen  x,y,t  durch  die  Gleichungen: 

wobei   X   und   Y  die  kartesischen  Koordinaten  eines  Punktes 

der  Ebene  bedeuten. 

2 

Das  System  (2:3:5)  soll  den  Punkt  mit  der  Abszisse    ~ 

3 

und  der  Ordinate  —  darstellen.    Jedes  Wertesystem,  dessen  drei 

Zahlen  zu  (2,  3, 5)  proportional  sind,  stellt  denselben  Punkt  dar. 

Die  drei  Zahlen  eines  solchen  Wertesystems  heißen  die 
homogenen  Koordinaten  des  fraglichen  Punktes. 

Während  also  jedem  System  von  drei  Zahlen  in  dieser 
Weise  ein  einziger  Punkt  entspricht  (über  gewisse  Ausnahmen 
siehe  weiter  unten),  gehören  zu  jedem  Punkte  unzählig  viele 
solche  Systeme  von  drei  Zahlen,  die  aber  sämtlich  zueinander 
proportional  sind. 

Für  ^  =  0  wird  unsere  Erklärung  bedeutungslos.  Be- 
trachtet man  aber  die  Punkte  (2  :  3  : 1);  (2  : 3  : 0,1);  (2:3: 0,01); 
(2:3:0,001);  .  .  .,  deren  kartesische  Koordinaten  der  Reihe 
nach  (2,  3);  (20,  30);  (200,  300);  (2000,  3000);  .  .  .  sind,  so 
sieht  man  sofort,  daß  sie  aUe  auf  der  Geraden  durch  den  NuU- 

punkt  liegen,  deren  Richtungsgröße  -  ist.     In  dem  Maße,  als 
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sich  t  der  Null  nähert  ^  während  x  und  y  fest  bleiben  —  nur 
dürfen  nicht  beide  gleichzeitig  Null  sein  — ,  bewegt  sich  der 
Punkt  {x  :y  \  t)  auf  der  Geraden  durch  den  Nullpunkt  mit  der 

Richtungsgröße  -  fort.    Daher  ist  es  angebracht,  beim  System 

(x  :y  :  0)  von  dem  unendlich  fernen  PunMe  der  Geraden  mit  der 

Richtungsgröße  -     zu    reden.     Nähert    sich  t  der  Null  durch 

negative  Werte  hindurch,  so  bewegt  der  Punkt  sich  auf  der- 
selben Geraden  fort,  aber  in  entgegengesetzter  Richtung.  Zwi- 
schen diesen  beiden  Fällen  wollen  wir  indessen  nicht  unter- 
scheiden, sondern  nur  von  einem  einzigen  unendlich  fernen 
Punkte  einer  Geraden  sprechen. 

Es  läßt  sich  leicht  bestätigen,  daß  die  homogenen  Koordi- 
naten eines  Punktes,  der  sich  auf  einer  Geraden  fortbewegt, 
die  zur  eben  betrachteten  parallel  ist,  ebenfalls  dem  vorhin  er- 
haltenen Wertesystem  [x,  y,  0)  beliebig  nahe  gebracht  werden 
können.  Deshalb  ist  es  sinngemäßer  von  dem  unendlich  fernen 
Punkte  einer  Richtung  zu  reden,   als  von  dem  einer  Geraden. 

Zwei  unendlich  ferne  Punkte,  deren  homogene  Koordinaten 
proportional  sind,  werden  als  identisch  angesehen,  denn  diese 
Koordinaten  können  als  Grenzwerte  aus  denen  ein  und  des- 
selben Punktes  erhalten  werden,  der  sich  weiter  und  weiter 
fortbewegt.  ^) 

Ist  a;  =  ^  =  ^  =  0,  so  wollen  wir  überhaupt  nicht  mehr 
von  einem  Punkte  sprechen,  denn  für  jeden  heliehigen  Punli 
können  seine  homogenen  Koordinaten  Xj  y  und  t  so  klein 
gemacht  werden,  wie  wir  wollen,  und  daher  können  die  Größen 
(0,  0,  0)    als    Grenzwerte    aufgefaßt    werden,    denen    man    die 

1)  Vom  logischen  Standpunkt  aus  tun  wir  bei  Einführung  unend- 
lich ferner  Punkte  nur  genau  dasselbe,  wie  in  §  3  bei  der  Einführung- 
komplexer  Punkte  oder  der  Punkte  im  Räume  von  n  Dimensionen,  d.  h. 
wir  nennen  „Punkt*'  ein  System  von  Größen,  die  nicht  Koordinaten  eines 
„wirklichen"  Punktes  sind.  Der  einzige  Unterschied  ist  der,  daß  die 
Koordinaten  „unendlich  ferner"  Punkte  Grenzwerte  der  Koordinaten 
„wirklicher"  Punkte  sind. 

Ebenso  ist  es  reine  Verabredung,  wenn  wir  zwei  unendlich  ferne 
Punkte  nur  dann  als  identisch  ansehen,  wenn  ihre  homogenen  Koordi- 
naten proportional  sind.  Ohne  irgend  welche  logische  Schwierigkeiten 
könnten  wir  überhaupt  alle  unendlich  fernen  Punkte  als  identisch  er- 
klären. 
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Koordinaten  eines  jeden  festen  oder  veränderliclien  Punktes  be- 
liebig nahe  zu  bringen  in  der  Lage  ist. 
Die  Gleichung 

ÄX'  +  BXY+  CY'  +  DX  +  EY-\-F=0 
geht  bei  Einführung  homogener  Koordinaten  über  in 

A^  +  B^l  +  Cf^  +  i)|  +  ^  1  +  J--  0 

oder 

Äx'  +  Bxy  +  Cy^  +  Bxt  +  Eyt  -^Ff  =  0. 

Das  ist  aber  eine  homogene  Gleichung  zweiten  Grades.  Offen- 
bar kann  man  überhaupt  jede  algebraische  Gleichung  zwischen 
den  Koordinaten  X,  Y  durch  Einführung  der  homogenen  Ko- 
ordinaten (x  :y  :t)  homogen  machen,  wobei  der  Grad  der  Glei- 
chung erhalten  bleibt.  Dieser  Tatsache  verdanken  die  Koordi- 
naten (x:y:t)  die  Bezeichnung  homogen-^  auf  dieser  Eigenschaft 
beruht  auch  einer  ihrer  wesentlichsten  Vorzüge. 
Die  Gleichung 

Äx^By+Ct  =  0 

stellt  im  allgemeinen  eine  gerade  Linie  dar.  Ist  aber  Ä=B=0, 
C  =^  Oy  SO  bedeutet  sie  keinen  wirklichen  geometrischen  Ort 
mehr.  Sie  wird  dann  durch  die  Koordinaten  aller  unendlich 
fernen  Punkte,  und  nur  durch  diese  erfüllt.  Daher  nennen  wir 
sie  die  Gleichung  der  unendlich  fernen  Geraden  der  Ebene. 
Benutzt  man  die  Gleichungsform  der  Geraden,  in  der  die  Ab- 
schnitte auf  den  Koordinatenachsen  auftreten,  so  läßt  sich  leicht 
zeigen,  daß  in  dem  Maße,  als  eine  Gerade  sich  weiter  und 
weiter  fortbewegt,  ihre  Gleichung  sich  der  Form  ^  =  0  nähert. 
Im  Räume  von  drei  Dimensionen  woUen  wir  den  Punkt 
mit  den  kartesischen  Koordinaten  (Z,  Y,  Z)  durch  vier  ho- 
mogene Koordinaten  (x,  y,  z,  t)  folgendermaßen  darstellen : 

Das  System  (x  :  y  :  0  :  0)  stellt  dann  den  unendlich  fernen  Punkt 
in  einer  Richtung  dar,  welche  (sofern  nicht  gerade  x^+y^-{-0^=O) 
durch  die  Richtungskosinus 

X  y  •      ü 


bestimmt  ist.    Das  System  (0:0:0:0)  bleibt  ausgeschlossen; 
^  =  0  heißt  die  Gleichung  der  unendlich  fernen  Ebene. 
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Diese  Terminologie  wollen  wir  verallgemeinern  und  bei 
dem  Wertesystem  (x^j  X2,  .  .  -  x^  nicht  mehr  immer  von  einem 
Punkte  im  Baume  von  n  Dimensionen  reden;  es  ist  vielmehr 
häufig  zweckmäßig,  das  System  als  ein  solches  Jtomogener  Ko- 
ordinaten (x^:  X2  :  .  .  .  :  ic„)  eines  Punktes  im  Räume  von  n  —  1 
Dimensionen  aufzufassen.  Zwei  Punkte,  deren  homogene  Koordi- 
naten proportional  sind,  werden  dann  also  als  identisch  an- 
gesehen; ein  Punkt,  dessen  letzte  Koordinate  verschwindet, 
heißt  unendlich  fern,  und  im  Falle  x^  =  x^  =  •  -  -  =  x^  =  0 
spricht  man  überhaupt  von  keinem  Punkte  mehr. 

Diese  Terminologie  wird  aber  nur  henutzt,  wenn  es  sich  um 
homogene  Polynome  handelt;  doch  ist  zu  beachten,  daß  wir 
dann  auch  die  andre  Ausdrucksweise  wählen  können.  Ist  etwa 
fi^if  ^2y  ^3)  ®^^  homogenes  Polynom  zweiten  Grades,  so  be- 
stimmt die  Gleichung  f  =  0  einen  Kegelschnitt  in  der  Ebene 
(homogene  Koordinaten),  oder  einen  Kegel  zweiter  Ordnung 
im  Räume  (gewöhnliche  kartesische  Koordinaten). 

Auch  im  „Räume  von  einer  Dimension"  kann  man  homo- 
gene Koordinaten  verwenden.  Dann  werden  die  Punkte  der 
geraden  Linie  durch  zwei  Zahlen  x,  t  dargestellt,  wobei  {x  :  i^) 
die  inhomogene  Koordinate  X,  also  der  Abstand  des  Punktes 
vom  Anfangspunkt  ist.  Von  dieser  Darstellung  macht  man 
gewöhnlich  in  der  Theorie  der  binären  Formen  Gebrauch. 

5.  Stetigkeit  der  Polynome.  Erklärung.  Die  Funk- 
tion f{x^, '  •  ■  ^n)  ^€,ißt  im  PunUe  (Cj,  .  .  .  cj  stetig,  wenn  eine 
so  Meine  Umgebung  des  Punktes  angegeben  werden  kann,  daß 
die  Differenz  der  Funktionswerte  für  irgend  einen  Punkt  dieser 
Umgebung  und  für  den  Punkt  {c^,  .  .  .  c„)  ihrem  absoluten  Betrag 
nach  kleiner  ist,  als  eine  noch  so  kleine  vorgegebene  positive 
Größe  €. 

Das  heißt  also,  f  ist  im  Punkte  (q,  ...  cj  stetig,  wenn 
man  nach  Festsetzung  einer  positiven  Größe  s  eine  andere  po- 
sitive Größe  ö  so  bestimmen  kann,  daß  die  Ungleichung 

\f(0C^,.-.X„)-f(c„...C„)\<£ 

für  alle  Wertesysteme  (x^,  .  .  .  x„)  besteht,  für  welche  die  Be- 
dingungen gelten: 

l^l-^iK^;       \^2-C.2\<d,      ...    :X^-C„\<Ö. 
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Satz  1.  Sind  in  einem  Funkte  zwei  FunUionen  stetig  ^  so 
ist  auch  ihre  Summe  in  diesem  PunMe  stetig. 

Die  beiden  Funktionen,  die  im  Punkte  {c^,  .  .  .  cj  stetig 
sind,  seien  f^  und  f^ .  Ihre  Werte  in  diesem  Punkte  seien  \ 
und  h^.  Wie  klein  wir  dann  auch  die  positive  Größe  s  wählen, 
so  kann  man  doch  dj  und  d^  so  klein  annehmen,  daß: 

\f,-K\<^,8  für  \x,-c,\<8,, 

I/2  —  ^2 1  <  i^  für  I  a;^  —  cj  <  ^2- 

Dann  gilt  auch  die  Ungleichung: 

\fi  —  \  I  +  I A  -  ^2 1  <  «        für   I  Xi  —  CA<  d, 
wobei   ö  die  kleinere   der  beiden  Größen  d^  und  ö^  bedeutet. 
Da  aber 

SO  ist  auch 

\fx-h+f,-h\  =  W\  +  Q-{K  +  h)\<^     för  \x-c,\<6. 

Daher  ist  f^  +  f^  ini  Punkte  (q ,  .  .  .  c^  stetig. 

Zusatz.  Ist  eine  endliche  Anzahl  von  Funktionen  in  einem 
Funkte  stetig,   so  ist  auch  ihre  Summe  in  diesem  Funkte  stetig. 

Satz  2.  Sind  in  einem  Funkte  zwei  Funktionen  stetig,  so 
ist  auch  ihr  Frodukt  in  diesem  Funkte  stetig. 

Die  beiden  Funktionen  /i  und  f^  mögen  im  Punkte  (c^, . . .  cj, 
wo  sie  stetig  angenommen  sind,  die  Werte  k-^  bzw.  Ä^g  baben. 
Dann  ist  zu  beweisen,  daß,  wie  klein  auch  s  gewählt  ist,  d  so 
klein  angenommen  werden  kann,  daß 

(1)  l/i/2  -  \k^  \<s  für  \x,-Ci\<d. 

Mit  7}  bezeichnen  wir  eine  positive  Konstante,  die  schließ- 
lich sehr  klein  angenommen  werden  soll,  und  wählen  zwei  po- 
sitive Konstante  d^  und  dg  so,  daß 

\fi-h\<V  für  \x,-c,\<d,, 

\f2-hKv  für  \Xi-Ci\<d,. 

Bezeichnen  wir  wieder  mit  d  die  kleinere  der  beiden  Größen 
dl  und  dg,  so  ist,  wenn  |  a;^.  —  c J  <  d, 

\fj,  -  \k,  I  =  \f,(f,  -  \)  +  \(f,  -  \)  I 

<\h\\f\-h\  +  \h\\n.-h\<\\h\  +  \K\\n- 

Nun  ist  aber  für  |  x^  —  c.\<^  ö  offenbar 

1/2 1  =  \h  +  (f,-  ^^\<\ih\  +  \h-ih\<\h\  +  n, 
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und  daher  können  wir  schreiben: 

(2)         .     \Af,-ic,h\<[\h\  +  \hA}v  +  v'- 

Sind  nun  \  und  Ä^g  nicht  beide  gleichzeitig  Null,  so  unter- 
werfen wir  7]  den  beiden  Bedingungen: 

^<2(|Ä'j  +  !^jy^     '^<V^' 

Ist  aber  h^^Tc^^O,  so  wählen  wir  r]  gemäß  der  Un- 
gleichung 

Dadurch  wird  beidemal  die  Ungleichung  (2)  auf  (1)  zurück- 
geführt, womit  unser  Satz  bewiesen  ist. 

Zusatz.  Ist  eine  endliche  Anzahl  von  Funktionen  in  einem 
Funkte  stetig,   so  ist  auch  ihr  Produkt  in  diesem  Funkte  stetig. 

Nach  unserer  Erklärung  der  Stetigkeit  kann  eine  Kon- 
stante als  eine  Funktion  von  {x^, .  ■  .  x^  angesehen  werden,  die 
für  alle  Wertesysteme  dieser  Veränderlichen  stetig  ist;  das 
gleiche  gilt  von  jeder  dieser  Veränderlichen  selbst.  Nach  dem 
letzten  Zusatz  muß  daher  jede  Funktion  von  der  Form  Cx^^ . . .  x^»j 
wo  die  k  positive  ganze  Zahlen  oder  NuUen  sind,  in  jedem 
Punkte  stetig  sein.    Aus  dem  Zusatz  zu  Satz  1  folgt  nun  sofort: 

Satz  3.  Jedes  Folynom  ist  eine  für  alle  Wertesysteme  der 
Veränderlichen  stetige  Funktion. 

Von  diesem  Satze  wollen  wir  zum  Schluß  eine  einfache 
Anwendung  machen. 

Satz  4.  Ist  f(x^y  •  •  •  ^ J  ßi^^  Polynom,  welches  im  Funkte 
(Cj, .  .  .  c„)  nicht  verschiüindety  so  kann  man  eine  Umgebung  dieses 
Punktes  so  klein  wählen,  daß  f  auch  in  keinem  Punkte  dieser 
Umgebung  verschwindet. 

Wir  setzen  /"(q,  .  .  .  cj  =  k.  Da  /"  im  Punkte  (q, .  .  .  c„) 
stetig  ist,  läßt  sich  eine  positive  Größe  d  so  klein  bestimmen, 
daß  überall  in  der  Umgebung  |  iC-  —  cj  <  d  die  Ungleichung  gilt : 

\f-Jc\<i\1c\. 

In  dieser  Umgebung  kann  f  nicht  verschwinden,  denn  für 
jeden  Punkt,  in  dem  das  der  Fall  wäre,  müßte  sein: 

\f-]c\=.\]c\<:i\k[, 

was  aber  der  Voraussetzung  k  4=  0  widerspricht. 

Boche r,  höhere  Algebra  2 


18  Kapitel  I 


6.  Der  Fuudamentalsatz  der  Algebra.  Bisher  haben 
wir  keinen  Gebrauch  von  dem  Satze  gemacht^  der  als  Funda- 
mentalsatz der  Algebra  bekannt  ist,  nämlich  dem  Satze,  daß 
jede  algebraische  Gleichung  Wurzeln  besitzt.  Dieser  Tatsache 
wollen  wir  einen  präziseren  Ausdruck  geben: 

Satz  1.  Es  gibt  mindestens  einen  Wert  x,  für  den  das 
Polynom  w^*"  Grades  f{x)  verschwindet  (n^l). 

So  grundlegend  dieser  Satz  auch  ist,  ist  er  doch  für  die 
meisten  Entwicklungen  dieses  Buches  nicht  erforderlich.  Da 
außerdem  die  Beweise  dieses  Satzes  ihrem  Wesen  nach  über- 
haupt nicht  oder  nur  zum  Teil  algebraischer  Natur  sind,  wollen 
wir  sie  hier  unterdrücken  und  verweisen  den  Leser  auf  die 
Lehrbücher  der  Funktionentheorie.  Zuweilen  werden  wir  den 
Satz  aber  doch  als  bewiesen  voraussetzen.  In  diesem  Abschnitt 
geben  wir  einige  seiner  unmittelbaren  Folgerungen. 

Satz  2.     Ist  fix)  ein  Folynom  n^'""  Grades, 

f{x)  ~  a^x""  -\-  a^x""-^  -\ h  a„_^x-\-  a„     (aQ=^0), 

so  gibt  es  stets  ein  einziges  System  von  Konstanten  ß^i,  «2?  •  •  •  ^» 
derart,  daß 

f{x)  =  aQ(x  -  a^){x  -a^)'"(x  —  aj  . 

Der  Satz  ist  offenbar  richtig,  wenn  das  Polynom  vom 
ersten  Grade  ist.  Die  übrigen  Fälle  beweisen  wir  wieder  durch 
ein  Induktionsverfahren.  Aus  der  Voraussetzung,  daß  er  für  aUe 
Polynome  gilt,  deren  Grad  weniger  als  n  beträgt,  leiten  wir 
seine  Gültigkeit  für  Polynome  n^^^  Grades  ab. 

Nach  Satz  1  gibt  es  wenigstens  einen  Wert  von  x,  für  den 
f(x)  verschwindet.  Bezeichnen  wir  einen  solchen  Wert  mit  a^, 
so  folgt  aus  Satz  1,  §  1: 

f{x)  =  (x-a^)(p{x), 
wobei  (p{x)  folgenden  Wert  hat: 

q^(x)  =  a,x^^-'  +  b,x—'  +  •  •  •  +  &„_i . 

Da  nun  (p{x)  ein  Polynom  [n  —  l)*^""  Grades  ist,  für  die 
der  Satz  als  gültig  vorausgesetzt  war,  so  gibt  es  n  —  1  Kon- 
stante «2;  •  •  •  ^n  derart,  daß 

(p{x)^a^{x-  «2)'--(^-«J> 
woraus  folgt: 

f{x)  =  a^^x  -  «1)  (x  —  a^)'"{x-  «J  . 
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Damit  ist  der  Satz  zur  Hälfte  bewiesen.  Zu  zeigen  ist 
noch,  daß  es  nur  ein  einziges  System  von  Größen  a  gibt.  Gäbe 
es  zwei  solcher  Systeme,  a^,  .  .  .  a^  und  ft, .  •  .  /3„,  so  hätten  wir: 
(1)    f{x)  =  Oo(x  -«,)...  (o;  -  aj  ^  a,{x  -  ft)  .  • .  (^  _  ^J. 

Setzen  wir  in  dieser  Identität  x  =  a^j  so  ergibt  sich  die 
Gleichung: 

«oK-A)(«i-A)---K-«  =  o. 

Weil  nun  %=^0  ist,  so  muß  a^  einer  der  Größen  ßif-ßn 
gleich  sein.  Wir  wollen  annehmen,  die  ß  seien  so  geordnet, 
daß  «1  =  ßi  ist.  Von  der  Identität  (1)  dürfen  wir  dann  nach 
Satz  4,  §  2  den  Faktor  aQ(x  —  a^)    abspalten    und  erhalten  so: 

{x-a,)'-'{x~  a„)  =  {x-ß,)-"(x-  /3J  . 

Für  Polynome  vom  Grade  n  ~  1  sollte  der  Satz  aber 
richtig  sein;  daher  sind  die  Konstanten  ß2,  .  .  .  ß^  dieselben  wie 
die  Konstanten  a2,  .  .  .  %,  abgesehen  höchstens  von  der  Reihen- 
folge, und  unser  Satz  ist  jetzt  für  Polynome  i^*®"  Grades  voll- 
ständig bewiesen. 

Erklärung.  Die  im  letzten  Satze  bestimmten  Konstanten 
«!,...«„  heißen  die  Nullstellen  des  Polynoms  f(x)  oder  auch 
die  Wurzeln  der  Gleichung  f(x)  =  0. 

Sind  k  dieser  Wurzeln  einander  gleich,  aber  von  allen  übrigen 
verschieden^  so  heißt  ihr  gemeinsamer  Wert  eine  h-fache  Wurzel. 

Aus  der  in  Faktoren  zerlegten  Form  von  f{x)  schließt 
man  sofort,  daß  diese  Wurzeln  die  einzigen  Punkte  liefern, 
für  die  f{x)  verschwindet. 

Satz  3.  Wenn  das  Polynom  f{x^, .  .  .  x^  nicht  identisch 
gleich  einer  Konstanten  ist,  gibt  es  unendlich  viele  Wertesysteme, 
für  die  es  von  Nidl  verschieden  ist  und,  falls  w  >  1 ,  auch  un- 
endlich viele  Wertesysteme,  für  die  es  versehwindet. 

Die  erste  Hälfte  des  Satzes  leuchtet  sofort  ein.  Da  ja  /" 
nicht  identisch  verschwindet,  so  läßt  sich  ein  Punkt  angeben, 
in  dem  es  von  NuU  verschieden  ist,  und  daher  nach  Satz  4, 
§  5  auch  eine  Umgebung  dieses  Punktes,  in  der  /'  nicht  ver- 
schwindet. Diese  Umgebung  besteht  aber  aus  unendlich  vielen 
Punkten. 

Jetzt  ist  noch  zu  beweisen,  daß  /'  auch  in  unendlich  vielen 
Punkten  verschwindet.  Dazu  wählen  wir  eine  der  Veränderlichen 
aus,  die  in  /'  mindestens  im  ersten  Grade  auftritt.    Unbeschadet 
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der  Allgemeinheit  dürfen  wir  voraussetzen,  daß  x^  eine  solche 
Veränderliche  ist. 
Dann  ist: 

A^i,  •  •  •  ^J  ^  ^0(^2,  •  •  •  ^«)^i*  +  ^1(^2,  •  •  •  ^J^i'-'  +  •  •  • 

wobei  Jc^l  ist  und  Fq  nicht  identisch  verschwindet.  Ist  nun 
(^2,  . .  .  cj  ein  Punkt,  in  dem  Fq  nicht  verschwindet,  so  ist 
f{^i>  ^27  '  '  •  ^n)  ®^^  Polynom  Ä;*®"  Grades  in  der  einzigen  Ver- 
änderlichen x^.  Nach  Satz  1  gibt  es  daher  mindestens  einen 
Wert  von  x^,  für  den  dies  Polynom  verschwindet.  Ist  c^  ein 
solcher  Wert,  so  ist  also  f(c^,  Cg, .  .  .  cj  =  0.  Nach  der  bereits 
bewiesenen  Hälfte  unseres  Satzes  gibt  es  aber  unzählig  viele 
Punkte  fe,  .  .  .  0>  ^^^  ^^®  -^0  +  ö  ist,  und  da  jeder  dieser 
Punkte  mindestens  einen  Punkt  (c^y  c^^  .  .  .  cj  bestimmt,  für  den 
/*  =  0  ist,  so  ist  unser  Satz  vollständig  bewiesen. 

Zum  Schluß  wollen  wir  ohne  Beweis  einen  Satz  angeben, 
auf  den  wir  uns  später  zu  beziehen  haben.  Er  sagt  aus,  daß 
die  Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung  stetige  Funktionen 
der  Koeffizienten  sind: 

Satz  4.     Ist  a  eine  Nullstelle  des  Polynoms 

Mo  +  Oy) 
%x- +  a,x-^  +  '  -  '  +  a„_,x  +  a,  Vw>0/    ' 

und  betrachtet  man  eine  noch  so  Meine  Umgebung  \  x  —  a  \  <i  s 
des  Punktes  cc^  so  kann  man  im  Baume  von  n  -{-  1  Dimensionen 
eine  Umgebung  des  Punktes  (a^,  a^, . .  .  aj  so  klein  angeben^  daß 
für  irgend  einen  Punkt  (2>o?  ^1?  •  •  •  ^n)  dieser  Umgebung  das  Polynom 
b,x»-^b,x--^+'"  +  b„_^x  +  b^ 

mindestens  eine  Nullstelle  in  der  Umgebung  \x  —  cc\  <C  s  des 
Punktes  a  besitzt. 

Wegen  eines  Beweises  für  diesen  Satz  verweisen  wir  auf 
Webers  Algebra  Bd.  I,  §  44. 

Übungen 

Erklärung.  Ein  Polynom  soll  reell  heißen,  wenn  alle  seine  Koeffi- 
zienten reell  sind. 


1)  Der  Satz  gilt  noch,  wenn  nur  vorausgesetzt  wird,  das  Polynom 
sei  wenigstens  vom  ersten  Grade,  d.  i. ,  wenn  die  ersten  Koeffizienten 
a„ ,  a, ,  .  .  .  Null  sind. 
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1.  Gelten  die  Sätze  1  und  2  von  §  3  noch,  wenn  wir  nur  reelle  Po- 
lynome zulassen  und  nur  reelle  Umgebungen  reeller  Punkte  (vgl.  S.  10) 
betrachten  ? 

2.  Ist  a  -f  ?>*  eine  /t-fache  komplexe  Nullstelle  des  reellen  Polynoms 
f{x),  so  ist  a  —  bi  ebenfalls  eine  fc-fache  Nullstelle.  Vorausgesetzt  ist  da- 
bei, daß  a  und  h  reell  sind. 

3.  Jedes  reelle  Polynom  n^^"  Grades  in  einer  Veränderlichen  besitzt, 
wenn  n  ungerade  ist,  mindestens  eine  reelle  Nullstelle. 

4r.  Ist  f{Xi,  .  .  .  Xj^  ein  reelles  Polynom,  welches  nicht  identisch 
gleich  einer  Konstanten  ist,  so  gibt  es  unzählig  viele  reelle  Punkte,  für 
die  /"  4=  0 1  ^^^  f^^s  n  von  Eins  verschieden  und  der  Grad  von  /  in 
bezug  auf  x^  eine  ungerade  Zahl  ist,  auch  unzählig  viele  reelle  Punkte, 
für  die  f  verschwindet. 
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Kapitel  II 

Determinanten 

7.  Erklärungen.  Wir  setzen  voraus,  daß  dem  Leser 
die  Anfangsgi'ünde  der  Lehre  von  den  Determinanten  bekannt 
sind  und  bemerken  nur  kurz,  daß  die  w-reihige  Determinante 
(Determinante  n^^'^  Ordnung) 


a.i     a. 


Cie>sj 


'n\ 


ein  homogenes  Folynom  n}'^^  Grades  in  w^  Yeränderliclien  — 
den  Elementen  a.,  —  ist. 

Häufig  ist  es  nun  zweckmäßig,  diese  ?^^  Elemente  nicht  zu 
einem  Polynom  zu  kombinieren,  sondern  sie  nur  für  sich  zu 
betrachten,  wobei  jedem  Element  eine  ganz  bestimmte  Stellung 
angewiesen  wird,  eben  die,  welche  es  in  der  Determinante  inne- 
hat. Eine  solche  quadratische  Anordnung  von  w^  Elementen 
nennt  man  eine  Matrix.  Wir  geben  folgende  (allgemeinere) 
Erklärung: 

Erklärung  1.  Ein  System  von  mn  Größen  ^  die  in  einem 
rechtecJcigen  Schema  von  m  Reihen  und  n  Kolonnen  angeordnet 
sind,  heißt  eine  Matrix.  Ist  m  =  n,  so  reden  wir  von  einer 
quadratischen  Matrix  n^^""  Ordnung. 

Soll  das  bekannte  Schema  nicht  eine  Determinante,  sondern 
eine  Matrix  darstellen,  so  pflegt  man  es  auf  beiden  Seiten  durch 
zwei  Vertikalstriche  einzugrenzen: 


a,o 


'In 


a.. 
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Auch  benutzt  man  wohl  große  geschweifte  Klammern: 


/«u 


•In 


Auch  wenn  eine  Matrix  quadratisch  ist,  darf  sie  nicht  mit 
einer  Determinante  verwechselt  werden.  Die  Matrix  ist  über- 
haupt keine  Größe/)  sondern  ein  System  von  solchen.  Ver- 
tauschen wir  die  Reihen  mit  den  Kolonnen,  so  bleibt  die  De- 
terminante ungeändert;  aus  der  quadratischen  Matrix  geht  aber 
eine  andere  quadratische  Matrix  hervor: 

Erklärung  2.     Die  heidett  quadratischen  Matrices 


"11 


von  denen  jede  aus  der  andern  durch  Vertauschung  der  Reihen 
mit  den  Kolonnen  hervorgeht^  heißen   konjugiert  zueinander}) 

Determinanten  und  quadratische  Matrices  sind  also  ganz 
verschiedene  Dinge.  Jede  Determinante  bestimmt  eine  quadra- 
tische Matrix  (Matrix  der  Determinante) j  und  jede  quadratische 
Matrix  bestimmt  eine  Determinante  (Determinante  der  Matrix). 

Aus  jeder  Matrix  kann  man  andere  Matrices  gewinnen, 
indem  man  einzelne  Reihen  oder  Kolonnen  (oder  beides  zu- 
gleich) ausstreicht.  Insbesondere  kann  man  aus  ihr  auf  diese 
Weise  quadratische  Matrices  erhalten;  die  Determinanten  solcher 
quadratischer  Matrices  werden  wir  auch  als  Determinanten  der 
ursprünglichen  Matrix  bezeichnen.  Enthält  die  ursprüngliche 
Matrix  m  Reihen  und  n  Kolonnen,  so  kommen  in  ihr  Deter- 
minanten aller  möglichen  Ordnungen  vor,  von  der  Ordnung  1 
ab  (die  Elemente  selber)  bis  zu  der  Ordnung,  die  durch  die 
kleinere  der  beiden  Zahlen  m  und  n  gegeben  ist.^) 

1)  Vgl.  indessen  §  21.  2)  Jede  dieser  Matrices  wird  auch 

zuweilen  als  zur  andern  transponiert  bezeichnet. 

3)  Ist  7)1  =  n,  so  gibt  es  nur  eine  einzige  Determinante  dieser 
höchsten  Ordnung,  eben  die,  welche  wir  vorhin  als  die  Determinante  der 
quadratischen  Matrix  bezeichneten. 
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Bei  vielen  wichtigen  Problemen  verschwinden  sämtliche 
dieser  Determinanten,  deren  Ordnung  eine  gewisse  Zalil  über- 
steigt, und  es  ist  dann  von  Wichtigkeit,  die  Ordnung  der 
höchsten  nicht  verschwindenden  Determinante  der  Matrix  zu 
kennen.     Wir  erklären: 

Erklärung  3.  Eine  Matrix  heißt  vom  Bange  r,  wenn  sie 
wenigstens  eine  nicht  verschwindende  r- reihige  Determinante  besitzt 
und  alle  in  ihr  etwa  enthaltenen  Determinanten  höherer  Ordnung 
verschwinden. 

Eine  Matrix  heißt  vom  Bange  Null,  wenn  alle  ihre  Ele- 
mente Null  sind. 

Der  Kürze  halber  werden  wir  auch  vom  Bang  einer  Deter- 
minante sprechen,  womit  der  Rang  ihrer  Matrix  gemeint  ist. 

Erklärung  4.  Die  Determinanten,  die  aus  einer  gegebenen 
Determinante  durch  Ausstreichen  gewisser  Beihen  und  Kolonnen 
erhalten  werden,  heißen  Minoren  der  ursprünglichen  Deter- 
minante.^) 

Jedem  Element  einer  Determinante  entspricht  eine  gewisse 
„erste"  Minor;  sie  wird  dadurch  erhalten,  daß  Reihe  und  Ko- 
lonne des  gegebenen  Elementes  fortgelassen  wird. 

Die  Elemente  einer  Determinante  n^""  Ordnung  können 
als  ihre  (w  —  l)*^""  Minoren  angesehen  werden.^)  Somit  kann 
man  jeder  einreihigen  Minor  eine  (n  —  1)  -  reihige  zuordnen 
und  umgekehrt. 

Ebenso  kann  jeder  zweireihigen  Miuor  M  der  Determinante 
n^^  Ordnung  D  eine  {n  —  2)-  reihige  Minor  N  an  die  Seite 
gestellt  werden,  die  man  erhält,  wenn  man  in  D  die  beiden 
Reihen  und  Kolonnen  von  M  ausstreicht.    Die  beiden  Minoren 


1)  Man  redet  auch  häufig  von  Unterdeterminanten  in  diesem  Sinne 
(Baltzer,  Netto),  Da  dies  Wort  aber  auch  in  anderer  Bedeutung  ge- 
braucht wird  (die  Unterdeterminanten  unterscheiden  sich  dann  von 
den  Minoren  um  geveisse  Potenzen  von  —  1),  so  ziehen  wir  den  Ter- 
minus des  Textes  vor.  Auch  im  folgenden  unterscheidet  sich  die  Ter- 
minologie von  der  in  Deutschland  meistens  üblichen.  Das  Wort  Kom- 
plement benutzen  deutsche  Autoren  meist  in  dem  Sinne,  wie  wir  das 
Wort  algebraisches  Komplement.  Dieselbe  Bezeichnungsweise  wie  hier 
findet  man  aber  in  dem  Buche  von  E.  Pascal,  Die  Determinanten. 
Deutsch  von  H.  Leitzmann.     Leipzig  bei  Teubner  1900. 

2)  Unter  einer  k^^""  Minor  versteht  man  eine  (n  —  Ä:)  -  reihige. 
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M  und  N  neanen  wir  komplementär   zueinander, 
der  Determinante 


So   sind  in 


"12 


"18 


"21 


"15 


"45 


die  beiden  Minoren 


"21 


"28 


"83 


und 


"12 


"52 


"54 


"15 


'55 


komplementär. 

In  gleicher  Weise  ordnet  man  jeder  dreireihigen  Minor 
eine  (n  —  3) -reihige  zu  usw. 

Erklärung  5.  Ist  M  eine  k-reihige  Minor  der  Determinante 
n^^''  Ordnung  D,  so  heißt  die  (n  —  Je)  -  reihige  Minor  N,  die 
man  erhält ^  wenn  man  in  D  alle  in  M  vertretenen  Beihen  und 
Kolonnen  ausstreicht,  das  Komplement  von  M. 

Umgekehrt  ist  dann  auch  M  das  Komplement  von  N. 

Die  einreihigen  Minoren  waren  die  Elemente  selber.  Mit 
a.j  wollen  wir  wieder  das  Element  der  Determinante  D  be- 
zeichnen^ welches  in  der  i^^"^  Reihe  und  j*®""  Kolonne  steht. 
Ferner  sei  D.j  die  zugehörige  (n  —  1)- reihige  Minor.  Häufig 
braucht  man  nun  nicht  diese  Minor  D^j,  sondern  den  Faktor 
Ä^j  Yon  a^jy  der  auftritt,  wenn  man  die  Determinante  D  nach 
Elementen   der  i^^"^  Reihe  (j*®""  Kolonne)  entwickelt.     Dann  ist: 

Aj  =  (-  i)'^'Ar 

Ebenso  erweist  es  sich  häufig  als  zweckmäßig,  an  Stelle 
des  Komplementes  einer  Minor  ihr  algebraisches  Komplement 
zu  betrachten,  eine  Größe,  die  sich  in  dem  soeben  erwähnten 
Falle  auf  den  Faktor  Ä^j  reduziert,  und  für  die  wir  folgende 
Erklärung  geben: 

Erklärung  6.  JDas  algebraische  Komplement  9^  der 
m -reihigen  Minor  M  von  D,  in  der  die  Beihen  \y .  .  .h^  und 
die  Kolonnen  l^,  ■  .  .  Ij^  vorkommen,  wird  durch  die  Gleichung 
gegeben: 

wo  N  das  Komplement  von  M  bedeutet. 
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Zu  einem  wichtigen  Sonderfall  gelangen  wir  durch  folgende 
Erklärung: 

Erklärung  7.  Eine  Minor  einer  Determinante  D  heißt 
eine  Hauptminor,  wenn  sie  durch  Fortlassen  gleichnamiger 
Zeilen  und  Kolonnen  von  D  erhalten  wird. 

In  diesem  Falle  soll  also  in  den  Bezeichnungen  von  Erklä- 
rung 6  sein: 

h  +  ---  +  K-h  +  ---  +  L- 

Daher  fällt  das  algebraische  Komplement  einer  Hauptminor 
mit  ihrem  Komplement  zusammen. 

Bis  jetzt  haben  wir  stillschweigend  angenommen,  die  Ord- 
nung der  Minoren,  mit  denen  wir  es  zu  tun  hatten,  sei  ge- 
ringer als  die  Ordnung  n  der  Determinante.  Unter  der  n-reihigen 
Minor  einer  Determinante  w*^^  Ordnung  versteht  man  aber 
die  Determinante  selbst.  Von  ihrem  Komplement  zu  reden 
hat  nach  der  bisherigen  Erklärung  keinen  Sinn.  Wir  setzen 
deshalb  fest,  das  Komplement  sei  in  diesem  Falle  gleich  1.  Diesen 
Wert  hat  dann  nach  Erklärung  6  auch  das  algebraische  Kom- 
plement. 

Übung 

Sind  die  Minoren  M  und  N  komplementär,  so  sind  entweder  Mund. 
N  algebraische  Komplemente,  oder  —  N  ist  das  algebraische  Komplement 
von  M  und  —  M  das  von  N. 

8.  Entwicklung  von  Laplace.  Mit  Hilfe  der  Ele- 
mente a^j  einer  Reihe  (Kolonne)  und  der  zugehörigen  Größen 
Ä^j  kann  eine  Determinante  nach  Determinanten  niedrigerer 
Ordnung  entwickelt  werden,  wie  aus  der  elementaren  Algebra 
bekannt  ist.  Eine  allgemeinere  Entwicklung,  die  Laplace  ge- 
funden hat,  benutzt  die  Ä:- reihigen  Minoren  irgend  welcher 
Je  Reihen  oder  Kolonnen  und  ihre  algebraischen  Komplemente. 
Die  vorhin  erwähnte  Darstellung  der  Determinante  ist  ein  be- 
sonderer Fall  dieser  Laplaceschen  Entwicklung.  Bevor  wir 
darauf  näher  eingehen,  beweisen  wir  einen  Hilfssatz: 

Satz  1.  Stellt  man  die  Reihen  und  Kolonnen  einer  Deter- 
minante D  so  um,  daß  eine  geivisse  Minor  M  in  die  linke 
obere  Ecke  gelangt,  während  die  Aufeinanderfolge  der  Reihen 
und  Kolonnen  iveder  in  M  noch  in  ihrem  Komplement  N  ge- 
ändert wird,  so  bleibt  das  Vorzeichen  von  D  ungeändert,  wenn 


8.  Entwicklung  von  Laplace 


N  zugleich  das  algebraische  Komplement  von  M  ist  Ist  das 
algebraische  Komplemmt  von  M  dagegen  —  N,  so  geht  die  Deter- 
minante in  dm  entgegengesetzten  Wert  über. 

Wir  numerieren  die  Reihen  und  Kolonnen  von  D,  wie 
üblich  von  links  oben  aus.  Die  Nummern  der  Reihen  und 
Kolonnen,  die  in  M  vorkommen,  seien,  der  Größe  nach  ge- 
ordnet, \, .  .  .  \^  bzw.  li^  •  '  -Im)  wobei  die  kleinsten  Werte  zu 
Anfang  genannt  sind.  Um  die  im  Satze  erwähnte  Umstellung 
vorzunehmen,  schieben  wir  zunächst  die  Reihe  h^  über  k^  —  1 
andere  Reihen,  so  daß  sie  an  die  erste  Stelle  kommt.  Das  Vor- 
zeichen der  Determinante  ändert  sich  dabei  h^  —  1  mal.  Jetzt 
bringen  wir  die  Reihe  Ag  an  die  zweite  Stelle.  Da  sie 
dabei  über  Ä^g  —  2  Reihen  geschoben  werden  muß,  ändert 
sich  das  Vorzeichen  der  Determinante  Ic^  —  2  mal.  So  ver- 
fahren wir  weiter,  bis  die  Reihe  k^  an  die  m*^  Stelle  gelaugt 
ist.  Ganz  ebenso  nehmen  wir  die  Umstellung  der  Kolonnen 
vor.     Dabei  multipliziert  sich  D  schließlich  mit  dem  Faktor 

Vergleichen  wir  dies  Ergebnis  mit  Erklärung  6,  §  7,  so 
ist  die  Richtigkeit  unseres  Satzes  evident. 

Satz  2.  Das  Produkt  einer  Minor  M  der  Determinante  D 
mit  ihrem  algebraischen  Komplement  besteht  aus  lauter  Gliedern, 
die  auch  bei  der  Entwicklung  der  Determinante  D  vorkommen. 

In  der  Determinante 


i)  = 


^11 


habe  die  Minor  M  die  Ordnung  yn  und  das  Komplement  N. 
Wir  nehmen  zunächst  an,  M  stehe  in  der  linken  oberen  Ecke 
von  Dj  N  also,  jetzt  zugleich  algebraisches  Komplement,  in 
der  rechten  unteren.  Dann  ist  zu  zeigen,  daß  das  Produkt 
eines  Gliedes  von  M  mit  einem  Gliede  von  N  stets  ein  Glied 
von  D  ist,  und  daß  dies  Glied  von  D  in  dem  Produkt  MN 
nicht  zweimal  vorkommt.  Jedes  Glied  von  M  kann  in  der 
Form  geschrieben  werden: 

Dabei    bilden    die    ganzen    Zahlen    ili,Uy  -  •  -  Im)    ii'gend    eine 
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Permutation  von  (1,  2, .  .  .  m),  die  ^  Inversionen  enthält.  Ebenso 
hat  jedes  Glied  von  N  die  Gestalt 

wenn  die    Permutation  (Im+iy  -  -  -K)    ^^^n   (m  -\-  1,  .  .  .  n)  jetzt 
V  Inversionen  hat.     Das  Produkt  dieser  beiden  Glieder, 

(-l)''-''»u.%;,- ••«„,„ 
ist  ein  Glied  von  D,  denn  die  Faktoren  a  sind  nacheinander 
aus  der  ersten ,  zweiten,  .  .  .  n^^^  Reihe  von  D  genommen; 
keine  zwei  von  ihnen  gehören  derselben  Kolonne  an,  und 
^  -\-  V  ist  offenbar  genau  die  Anzahl  der  Inversionen  der  Per- 
mutation (?i,  ?2?  •  •  •  Ü  "^ön  (1,  2,  .  .  .  n). 

Somit  ist  der  Satz  für  den  speziellen  Fall  bewiesen,  wo 
M  links  oben  in  D  liegt.  Im  allgemeinen  Falle  können  wir 
aber  M  durch  Vertauschung  von  Reihen  und  von  Kolonnen 
stets  in  diese  besondere  Lage  bringen.  N  gelangt  dann  nach 
rechts  unten.  Bei  dieser  Umstellung  behält  nach  Satz  1  jedes 
Glied  von  I)  sein  Vorzeichen  oder  ändert  es,  je  nachdem  das 
algebraische  Komplement  von  M  gleich  N  oder  —  N  ist.  Das 
Produkt  MN  gibt  nun,  wie  wir  soeben  gesehen  haben,  Glieder 
der  umgestellten  Determinante,  das  Produkt  von  M  mit  seinem 
algebraischen  Komplement  also  Glieder  der  ursprünglichen 
Determinante. 

Jetzt  ergibt  sich  sofort  der  Laplacesche  Satz,  den  wir  als 
Regel  aussprechen: 

Regel.  Greife  aus  der  Determinante  D  irgend  m  Reilien 
{Kolonnen)  heraus  und  bilde  alle  m-reihigen  Determinanten  der 
so  erhaltenen  Matrix.  Multiplimere  jede  dieser  Minoren  von  D 
mit  ihrem  algebraischen  Komplement  und  addiere  alle  so  ge- 
wonnenen ProduJcte.     Die  Summe  ist  dann  der  Wert  von  D. 

Da  nach  Satz  2  jedes  dieser  Produkte  Glieder  von  D  liefert, 
so  ist  nur  noch  zu  zeigen,  daß  jedes  Glied  von  D  in  einem, 
aber  auch  nur  in  einem  einzigen  dieser  Produkte  vorkommt. 
Jedes  Glied  von  D  enthält  ein  Element  von  jeder  der  m  Reihen, 
die  die  in  der  Regel  erwähnte  Matrix  bilden,  und  da  diese  Ele- 
mente sämtlich  in  verschiedenen  Kolonnen  stehen,  so  sind  sie 
gerade  nur  in  einer  einzigen  dieser  m-reihigen  Determinanten 
enthalten,  etwa  in  M.    Die  übrigen  Faktoren  des  betrachteten 


8.  Entwicklung  von  Laplace 


29 


Gliedes  von  B  stehen  sämtlich  im  Komplement  N  von  M-^ 
daher  kommt  eben  dies  Glied  von  D  nur  in  MN  und  in 
keinem  der  übrigen  in  der  Regel  erwähnten  Produkte  vor. 

Übungen 

1.  Eine  quadratische  Matrix  n**""  Ordnung  habe  den  Rang  r 
Wählt  man  aus  ihr  s  Reihen  (Kolonnen)  aus,  so  kann  der  Rang  der  so 
erhaltenen  Matrix  nicht  kleiner  sein  als  r  -\-  s  —  n. 

2.  Verallgemeinere  den  Satz  von  Übung  1. 

9.  Multiplikationssatz.  Die  Entwicklung  von  Laplace 
setzt  uns  instand,  das  Produkt  zweier  Determinanten  sofort 
wieder  als  Determinante  darzustellen,  deren  Ordnung  gleich 
der  Summe  der  Ordnungen  der  beiden  ersten  Determinanten  ist. 

0    ...    0 


»11 


Dabei  können  die  p  ganz  beliebig  gewählt  werden.  Wenn 
man  nämlich  die  Determinante  rechts  nach  w -reihigen  Minoren 
der  ersten  n  Reihen  entwickelt,  so  verschwinden  alle  Einzel- 
produkte bis  auf  das  eine,  welches  links  steht. 

Aus  dieser  Gleichung  wollen  wir  jetzt  eine  viel  wichtigere 
ableiten,  wobei  das  Produkt  zweier  Determinanten  gleicher  Ord- 
nung als  Determinante  von  derselben  Ordnung  dargestellt  wird. 
Wir  wählen  in  der  letzten  Gleichung  die  _p,  wie  folgt: 
P,7  =  0,     für^4=j,  2?..  =  _1. 

Der  Einfachheit  halber  wollen  wir  zwei  Determinanten  dritter 
Ordnung  miteinander  multiplizieren. 
Wir  setzen  also: 

i 


^       «2       «3 

«1 

«2 

ßl       ß2       ßz 

h 

h 

Vi       72       73 

Cl 

c. 

«1 

«2 

«3 

0 

0 

0 

ßl 

A 

A 

0 

0 

0 

n 

n 

n 

0 

0 

0 

1 
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0 

«1 

a. 

a, 

0 

-1 

0 

h 

h 

h 

0 

0   - 

-1 

c, 

Co 

c^ 
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Diese  sechsreihige  Determinante  läßt  sich  nun  sehr  ver- 
einfachen. Die  erste  Kolonne  multiplizieren  wir  mit  a^  und 
addieren  sie  zur  vierten.  Dann  multiplizieren  wir  die  erste 
Kolonne  mit  a^  und  addieren  sie  zur  fünften.  Endlich  werde 
zur  sechsten  Kolonne  die  mit  a^  multiplizierte  erste  addiert. 
So  werden  die  letzten  drei  Elemente  der  vierten  Reihe  zu  Null. 
Jetzt  multipHziert  man  die  zweite  Kolonne  der  Reihe  nach 
mit  \,  \,  63  und  addiert  zur  vierten^  fünften  bzw.  sechsten 
Kolonne.  Schließlich  multipliziert  man  die  dritte  Kolonne  der 
Reihe  nach  mit  q,  c^,  %  und  addiert  die  Produkte  wieder  zur 
vierten,  fünften  bzw.  sechsten  Kolonne.  Dadurch  nimmt  die 
sechsreihige  Determinante  die  Gestalt  an: 


«1 

«2 

«3 

«lai  +  Wg&i  +  ßgCi 

«1^2+ «2^2  +  ^3  ^2 

a^as  +  a^hg  +  a^c^ 

A 

ß2 

A 

ß,a,+  ß,h,  +  ß,c. 

Aöt2+ft&2  +  A^2 

A«3+A&3  +  AC3 

7i 

72 

?3 

7i<^i  + 72^  +  7^01 

7l(^2  +  72h  +  7iC2 

7l«3  +  72^3  +  r3^8 

-1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

-1 

0 

0 

0 

0 

0 

0  - 

-1 

0 

0 

0 

und  diese  reduziert  sich  sofort  auf  die  dreireihige  Determinante 
I    «i«i  +  «2^1+  ^3^1      ^1^2  +  «2^2  +  ^3^2     ^1^3  +  «2^3  +  «3% 

i   A«i  +  A&i+Aq    /3ia2  +  A^2  +  A<^2    A%  +  A^3  +  A% 

j    7i(^i  +  72h+73^i     7i(^2 +  72^  +  73(^2     7i(^3  +  72h  +  7s.^3 

Somit  haben  wir  das  Produkt  zweier  Determinanten  dritter 
Ordnung  wieder  als  Determinante  dritter  Ordnung  dargestellt. 
Man  sieht  aber,  daß  das  angewandte  Verfahren  ganz  allgemein 
gilt,  und  daher  erhalten  wir  für  die  Multiplikation  zweier  Deter- 
minanten M*^^  Ordnung  folgende  Regel: 

Satz.  Das  ProduM  zweier  Determinanten  n^""  Ordnung 
hann  ebenfalls  als  Determinante  n^^  Ordnung  dargestellt  werden, 
in  der  das  Element,  tvelches  der  i^^'^  Beihe  und  Jc^^"  Kolonne 
angehört,  erhalten  wird,  wenn  man  jedes  Element  der  i^^  Beihe 
des  ersten  Faktors  mit  dem  entsprechenden  Element  der  ¥''' 
Kolonne  des  zweiten  Faktors  multipliziert  und  alle  diese  Einzel- 
produhte  addiert. 

Vertauschung  der  Reihen  mit  den  Kolonnen  in  einer  oder 
beiden  gegebenen  Determinanten  hat  auf  den  Wert  des  Produktes 


9.  Multiplikation  der  Determinanten 
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2  3 

1  7 

20  41 

4  5 

•|6  9 

34  73 

2  3 

1  6 

23  39 

4  5 

7  9 

39  69 

2  4 

17!   1  26  50 

3  5 

6  9  1    33  66 

2  4 

16!   1  30  48  1 

3  5 

7  9 

38  63 

zwar  keinen  Einfluß,  modifiziert  aber  seine   Gestalt  erheblich. 
So  ist  zum  Beispiel: 


=  66, 
=  66, 
=  66, 
=  66. 


In  gleicher  Weise  läßt  sich  das  Produkt  irgend  zweier 
Determinanten  von  gleicher  Ordnung  auf  vier  verschiedene 
Arten  darstellen. 

10.  G-eränderte  Determinanten.  Fügt  man  zu  einer 
Determinante  n}^^  Ordnung  eine  oder  mehr  Reihen,  sowie  ebenso- 
viele  Kolonnen  und  füllt  die  dabei  frei  bleibende  rechte  untere 
Ecke  mit  Nullen  an,  so  entsteht  wieder  eine  Determinante. 
Man  sagt  dann,  man  habe  die  ursprüngliche  Determinante 
gerändert. 

Gehen  wir  etwa  von  der  zweireihigen  Determinante 

a     ß 


aus,  so  ergeben  sich  die  „geränderten"  Determinanten 


a 

ß     u 

1  u 

a 

ß 

u^ 

7 

d 

u^ 

y 

y 

ö     u 

2       ^^ 

^1 

H 

0 

< 

v^     0 

0 

)     0 

a 

ß 

U, 

< 

i./' 

r 

ö 

u. 

u; 

/r 

^1 

^i 

.   0 

0 

0 

y    •  ' 

< 

^i 

;  0 

0 

0 

/'  0 

0 

0 
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Entwickeln  wir  die  zweite  dieser  Determinanten  nach 
Laplace  nach  zweireihigen  Determinanten  der  letzten  beiden 
Reihen^  so  finden  wir  für  sie  den  Wert 


in  dem  die  Elemente  a,  ß^  y,  d  der  ursprünglichen  Determinante 
gar  nicht  mehr  vorkommen.  Entwickeln  wir  die  dritte  ge- 
ränderte Determinante  nach  dreireihigen  Determinanten  ihrer 
letzten  drei  Reihen^  so  finden  wir  für  sie  den  Wert  Null. 

Ganz  ebenso,  wie  bei  diesen  beiden  Beispielen  kann  man 
in  allgemeineren  Fällen  schließen  uud  gelangt  so  zu  folgenden 
Sätzen: 

Satz  1.  Wird  eine  Determinante  n^^  Ordnimg  durch  Hin- 
zufügung von  n  Beulen  und  n  Kolonnen  gerändert,  so  hängt 
der  Wert  der  geränderten  Determinante  nur  von  den  Band- 
großen  ab. 

Satz  2.  Wird  eine  Determinante  n^^  Ordnung  durch  Hin- 
zufügung  von  mehr  als  n  Beihen  und  Kolonnen  gerändert,  so  hat 
die  geränderte  Determinante  den   Wert  Null. 

Eigentliches  Interesse  bieten  also  nur  die  Fälle,  wo  die 
Determinante  mit  weniger  als  n  Reihen  und  Kolonnen  gerändert 
wird.     Dann  gilt  der  Satz: 

Satz  3.  Ist  eine  Determinante  n^^"  Ordnung  durch  Hinzu- 
fügung von  p  Beihen  und  p  Kolonnen  unabhängiger  Veränder- 
licher gerändert  {p  Kn),  so  ist  die  geränderte  Determinante  ein 
Polynom  in  den  Bandgrößen  vom  Grade  2p,  dessen  Koeffizienten 
die  jp^"  Minoren  der  ursprünglichen  Determinante  sind.  Um- 
gekehrt ist  jede  p^^  Minor  der  ursprünglichen  Determinante  Koeffi- 
zient tvenigstens  eines  einzigen  Gliedes  jenes  Polynoms. 

Wir  wollen  als  Beispiel  den  besonderen  Fall  n=^4,,p  =  2 
betrachten. 


"21 


"12        ^13        ^14 

Cvq.i  ttoo  Moi  U{ 


u^     u(  I 


'22 


"23 


D 


'24 


'34 


f44        W^        <    j 

;,      0      0     ! 

^/     0     0    I 
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Entwickeln  wir  diese  Determinante  nach  Laplace  (§  8) 
nach  zweireihigen  Determinanten  der  letzten  beiden  Reihen^  so 
erhalten  wir 


B  = 


"13 


"23 


4- 


,    ^43        "^44        ^^"4       "^4 

WO  rechts  im  ganzen  sechs  Glieder  stehen.  Entwickeln  wir 
nun  noch  jede  der  vierreihigen  Determinanten  nach  Laplace 
nach  zweireihigen  Determinanten  der  letzten  beiden  Kolonnen, 
so  brauchen  wir  das  Resultat  nur  als  Polynom  in  den  u.  und  v^ 
zu  schreiben,  um  die  Richtigkeit  unseres  Satzes  einzusehen. 
Die  Einzelheiten  des  hier  nur  skizzierten  Beweises  überlassen 
wir  dem  Leser. 

11.     Adjuugierte  Determinante  und  ihre  Minoren. 

Erklärung.     Bedeutet  A-j  das  algebraische  Komplement  des 
JElementes  a,,  der  Determinante 


7)  = 


so  heißt  die  Determinatite 


D' 


A. 


die  Adjungierte  von  D. 

Entsprechende  Minoren  von  D  und  D'  (oder  überhaupt 
von  zwei  Determinanten  derselben  Ordnung)  heißen  natürlich 
solche,  die  erhalten  werden,  wenn  in  D'  dieselben  Reihen  und 
Kolonnen  ausgestrichen  werden,  wie  in  D.  Nach  diesen  Er- 
klärungen gilt  der  wichtige  Satz: 

Satz:  Bezeichnet  D'  die  Adjungierte  einer  Determinante  D, 
und  sind  31'  und  M  entsprechende  m- reihige  Minoren  von  D' 
hsiv.D,  so  ist  M'  das  ProduU  aus  D'"~^  mit  dem  algebraischen 
Komplement  von  M. 

Bö  eher,  höhere  Algebra  3 
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Wir    beweisen    diesen  Satz   zunächst   für  den    besonderen 
Fall,    wo    die  Minoren  M'  und  M  links    oben   in  B'  bzw.  B 


liefen.     Dann  können  wir  schreiben: 


M' 


■■11 


Aw        A; 


0     1     0     ...     0 

0     0     1      ...     0 


0       ...     0     0     0     ...      1 
Jetzt  vertauschen  wir  in  B  Kolonnen  und  Reihen, 


I  «1 


"71 1 


D  = 


und   bilden  nach   der  Regel    in    §  9    das  Produkt  M'B.     So 
erhalten  wir: 


B 

0 

..     0 

0 

..       0 

0 

B 

..     0 

0 

..      0 

'B^ 

0 

0 

..     B 

0 

. .       0 

«1,«, 

+  1 

%m 

+  1        • 

•  •       (^m,m 

+  1 

^TO  +  l,m  +  l       • 

•       %,m  +  l 

«1« 

«2. 

••       <^mn 

^»»  +  1,« 

■       <^nn 

B' 


"m  +  ljTn  +  l 


\m  +  l 


Tn  +  l,n 


Betrachtet  man  hier  a^,  .  .  .  a„„  als  n^  unabhängige  Ver- 
änderliche, so  wird  die  letzte  Gleichung  eine  Identität,  von  der 
B  abgespalten  werden  kann,  da  es  nicht  identisch  verschwindet. 
Somit  ergibt  sich 


a 


m  +  l,m  +  l 


Vwi  +  l 


(1) 


ilf' =i)— 1 


!    ^m  +  l,n 
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Die  ausgeschriebene  Determinante  auf  der  rechten  Seite 
von  (1)  ist  nun  gerade  das  algebraische  Komplement  von  M, 
und  daher  ist  unser  Satz  für  den  betrachteten  Spezialfall  be- 
wiesen. Der  Bevreis  gilt  noch  für  m  =  w;  vgl.  Zusatz  2  weiter 
unten. 

Jetzt  betrachten  wir  den  Fall,  wo  die  beiden  Minoren  M 
und  M'  nicht  mehr  links  oben  in  D  bzw.  D'  stehen.  Mit  a 
bezeichnen  wir  die  Summe  der  Nummern  der  Reihen  und  Ko- 
lonnen, die  in  M,  also  auch  in  M'  vorkommen,  wobei  wieder 
die  Numerierung  in  üblicher  Weise  links  und  oben  beginnt. 
Ist  N  das  Komplement  und  9^  das  algebraische  Komplement 
von  My  so  soll  also  nach  Erklärung  6,  §  7  sein: 

(2)  9^1  =  (-  ly  N. 

Jetzt  stellen  wir  in  I)  die  Reihen  nnd  Kolonnen  so  um, 
daß  M  nach  links  oben  gelangt.  Heißt  die  so  umgestellte 
Determinante  2)^,  so  ist  nach  Satz  1,  §  8: 

(3)  i>,  =  i-iyD. 

Die  algebraischen  Komplemente  der  Elemente  von  Dj  sind 
gleich  (—  lYÄ.j,  denn  Yertauschung  anliegender  Reihen  (Ko- 
lonnen) ändert  das  Vorzeichen  eines  jeden  dieser  algebraischen 
Komplemente. 

Die  Ädjungierte  JD^  von  D^  wird  also  aus  JD'  durch  die- 
selbe Umstellung  von  BeiJien  und  Kolonnen  erhalten,  die  D^  aus 
JD  hervorgehen  ließj  wenn  man  noch  jedes  Element  mit  dem 
FaUor  (—  l)""  versieht. 

Jetzt  können  wir  den  schon  bewiesenen  Fall  unseres  Satzes 
auf  JD^  anwenden,  da  die  m- reihigen  Minoren  M^  und  M^  in 
Dj  bzw.  Dl'  links  oben  stehen. 

So  erhalten  wir,  wenn  wir  das  algebraische  Komplement 
von  M^  mit  9^^  bezeichnen: 

(4)  M^=B^^-^'%. 

Da  nun  aber  iHf^  Hauptminor  ist,  stimmt  sein  algebraisches 
Komplement  9^i  mit  seinem  Komplement  N^  überein,  und  das 
ist  wieder  gleich  dem  Komplement  der  Minor  M  inD.  Somit 
erhält  man  aus  (4)  unter  Berücksichtigung  von  (3)  die  Glei- 
chungen : 

(5)  .¥"/=  Di^'-^Yi  =  i)/'»-i^Y  =  ((-  l)«)"»-ii)"»-iJV. 
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Die  Elemente  von  M-^'  unterscheiden  sich  von  den  von  M'  nur 
durch  den  Faktor  (—  1)".     Daher  ist 

Jf/  =  (-l)"^«Jf'. 
Setzen  wir  diesen  Wert  in  (5)  ein,  so  erhalten  wir: 

(_  l)™«iltf' =  (_  1)'»«.  (-  l)-«i)"^-iiVl 

Nun   brauchen    wir    nur    noch    auf   beiden  Seiten    den  Faktor 
(_  i^ma  abzuspalten  und  Gleichung  (2)  zu  benutzen: 

und  damit  ist  unser  Satz  bewiesen. 

Wir  führen  einige  Spezialfälle  besonders  an,  die  häufig 
auftreten : 

Zusatz  1.  Ist  a,.  ein  Element  der  Determinante  n*^''  Ord- 
nung  D,  und  a-j  das  algebraische  Komplement  des  entsprechenden 
Elementes  Ä.j  der  Ädjungierten  von  D,  so  ist 


Dies  ist  einfach  der  Fall  m  =  n  —  1,  wobei  nur  an  Stelle 
der  [n—  1) -reihigen  Minor  (—  Vf^^a^^  das    algebraische  Kom 
plement  a^^  von  A^^  eingeführt  ist. 

Zusatz  2.  Die  Ädjungierte  B'  der  Determinante  n^^''  Ord- 
nung D  ist  durch  die  Gleichung  gegeben: 

D'  =  D—\ 

Hier  ist  m  =  n  gesetzt. 

Zusatz  3.  Ist  S  die  (n  —  2) -reihige  Minor,  die  man  erhält, 
wenn  man  in  der  Determinante  D  die  i^  und  Jc^^  Beihe  sowie 
die  j*^  und  V^  Kolonne  ausstreicht,  so  ist,  ivenn  mit  Ä^j  das 
algebraische  Komplement  des  Elementes  bezeichnet  wird,  tvelches 
in  der  i^"  Reihe  und  f^"  Kolonne  von  D  steht: 


Dies  ist  der  Spezialfall  m  =  2 
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Lineare  Abhängigkeit 

12.  Erklärungen  und  vorbereitende  Sätze.  Zwei 
Systeme  von  Konstanten  (a^,  ^u  c^y  ^i)  und  («g,  2>2;  ^2?  ^2)  werden 
gewöhnlich  zueinander  proportional  genannt,  wenn  jedes  Ele- 
lement  des  einen  Systems  aus  dem  entsprechenden  des  andern 
durch  Multiplikation  mit  ein  und  demselben  Faktor  erhalten 
werden  kann.  So  sind  die  Systeme  (1,  2,  3,  4)  und  (2,  4,  6,  8) 
zueinander  proportional.  Gewöhnlich  nimmt  man  an,  daß  jedes 
der  beiden  Systeme  in  dieser  Weise  aus  dem  andern  erhalten 
werden  kann,  und  meistens  ist  das  auch  der  Fall.  Haben  wir 
aber  die  Systeme  (1,  2,  3,  4)  und  (0,  0,  0,  0),  so  können  wir 
vom  ersten  zum  zweiten  durch  Multiplikation  mit  Null  über- 
gehen; das  erste  System  kann  aber  aus  dem  zweiten  nicht 
wieder  gewonnen  werden. 

Eine  für  viele  Zwecke  geignetere  Erklärung  ist  die  folgende: 
Erklärung  1.     Die  beiden  Konstantensysteme 

f  t  r 

U/J      ,        U/g    ,  .      .     .     Jy^      y 

ff  rr  ff 

X^     j  X^    ,     '  •   '  x^ 

heißen  zueinander  proportional,  wenn  zwei  Konstante  c^  und  c^, 
die  nicht  beide  gleich  Null  sind,  existieren,  für  die  die  Gleichungen 
gelten: 

c^x!  +  c^x:'  =  0  (i  =  1,  2,  .  .  .  >^) 

Für  Cj  =1=  0  ist  dann: 

/  Cs,  rr  /  Ca  ff 


X^     =  — 


0,    0,  ...  0 
sind  offenbar  proportional;    man  braucht  nur  Cj  =  0  zu  setzen 
und  für  c^  irgend  eine  von  Null  verschiedene  Zahl  zu  wählen; 
dann  sind  die  Forderungen  unserer  Erklärung  erfüllt. 


^1              ^  ^1   ?  ^2   ""  "~ 

und 

für  Cg  =h  0  entsprechend: 

X-^    =       ---  i^i  ,  ^2    =  — 

^'2 

X^  ,  •  ' 

Die  beiden  Systeme 

X^,  X, 

y  ' 

..<, 
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Als  Verallgemeinerung  der  Proportionalität  kann  aufgefaßt 
werden  die  lineare  Äbhängigheit  An  Stelle  zweier  Systeme  be- 
trachtet man  jetzt  mehrere. 

Erklärung  2.     Die  m  Systeme  von  je  n  Konstanten 

^i^'\  ^2^'\  •  •  •  ^/^  (i  =  1,  2,  .  .  .  m) 

heißen  linear  abhängig  voneinander,  wenn  es  m  Konstante 
<^i?  ^2;  •  •  •  ^m  9^^^}  ^^'^  nicht  sämtlich  gleich  Null  sind  und  die 
Gleichungen  befriedigen: 

c,x;  +  c,x;'  +  •  .  •  +  c,„:r/-]  =  0         (j  =l,2,...n). 

Im  andern  Falle  heißen  die  Systeme  linear  unabhängig. 

In  gleicher  Weise  verallgemeinern  wir  den  üblichen  Be- 
griff der  Proportionalität  zweier  Polynome: 

Erklärung  3.  Die  m  Polynome  /i,  /i;  •  •  •  fm  heißen  linear 
abhängig  voneinander,  wenn  es  m Konstante  c^,  c^, . . .  c^  gibt, 
die   nicht   sämtlich   gleich  Null  sind   und  die  Identität  erfüllen: 

Im  andern  Falle  heißen  die  Polynome   linear  unabhängig.'^) 

Für  diese  Erklärung  ist  es  gleichgültig,  wieviel  Veränder- 
liche die  einzelnen  Polynome  enthalten. 

Die  folgenden  meist  selbstverständlichen  Sätze  über  lineare 
Abhängigkeit  besitzen  eine  Bedeutung,  die  es  rechtfertigt,  sie 
präzise  auszusprechen: 

Satz  1.  Sind  m  Konstantensysteme  (oder  m  Polynome)  linear 
voneinander  abhängig,  so  kann  man  stets  mindestens  eins  von 
ihnen  linear  durch  die  übrigen  ausdrücken.  Dieses  Konstanten- 
system (Polynom)  heißt  dann  linear  abhängig  von  den  übrigen. 

Die  Richtigkeit  dieses  Satzes  sieht  man  sofort,  wenn  man 
sich  erinnert,  daß  ja  mindestens  ein  c  von  Null  verschieden  sein 
sollte.     Durch  dies  c  darf  man  dann  dividieren. 

Satz  2.  Ist  unter  den  m  Konstantensystemen  (Polynomen) 
eine  kleinere  Zahl  von  Systemen  (Polyno^nen)  enthalten,  die  linear 
abhängig  sind,  so  sind  auch  die  ursprünglichen  m  Systeme 
(Polynome)  linear  abhängig. 


1)  Man  könnte  noch  allgemeiner  die  lineare  Abhängigkeit  von 
m  Systemen  zu  je  n  Folynomen  erklären.  Die  beiden  im  Texte  be- 
handelten Fälle  würden  in  diesem  allgemeineren  als  Sonderfälle  ent- 
halten sein. 


13.  Lineare  Abhängigkeit  von  Konstantensystemen 
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Wissen  wir  nämlich,  daß  l  Systeme  von  Konstanten 
(l  Polynome)  linear  voneinander  abhängig  sind  (l  <  m),  so 
können  wir  außer  den  l  Werten  für  c,  die  dadurch  bekannt 
sind,    als   weitere   Multiplikatoren   noch   m  —  l  Nullen  wählen. 

Satz  3.  Besteht  irgend  eins  der  m  Konstantensysteme  nur 
aus  Nullen  (ist  eins  der  m  Polynome  identisch  Null)^  so  sind 
die  m  Systeme  (Polynome)  linear  abhängig. 

Als  Multiplikator  dieses  besonderen  Systems  (Polynoms) 
können  wir  eine  ganz  beliebige  von  Null  verschiedene  Zahl 
wählen  und  die  übrigen  m  -—  1  Multiplikatoren  gleich  Null 
setzen. 

13.  Bedingungen  für  lineare  Abhängigkeit  von 
Konstantensystemen.  Wir  betrachten  wieder  die  m  Systeme 
von  je  n  Konstanten 

(1)  V\*2^.--*/'  0—l,2,...m) 

und    unterscheiden   zwischen    den   beiden    Fällen   m  K  n   und 
m  >  w. 

a)  m<in.     Dann  gilt  folgender  wichtige  Satz: 
Satz  1.    Die  m  Systeme  (1)  von  je  n  Konstanten  sind,  falls 
m  <in   istj   dann  und  nur   dann  linear  voneinander  abhängig j 
wenn  alle  m- reihigen  Determinanten  der  folgenden  Matrix  ver- 
schwinden : 


^2 


rc^t"*] 


.['«] 


[m] 


Daß  diese  Bedingung  notwendig  ist,  sieht  man  sehr  leicht; 
denn  wenn  die  m  Systeme  linear  abhängig  sind,  so  kann  eins 
davon  linear  durch  die  übrigen  ausgedrückt  werden.  Sub- 
trahiert man  nun  in  einer  der  wi- reihigen  Determinanten  von 
den  Elementen  dieser  fraglichen  Reihe  die  entsprechenden 
Glieder  der  übrigen  Reihen,  die  mit  geeigneten  Multiplikatoren 
versehen  sind,  so  werden  die  Elemente  dieser  Reihe  sämtlich 
Null,  und  die  Determinante  verschwindet. 

Jetzt  haben  wir  nachzuweisen,  daß  das  Verschwinden 
dieser  Determinanten  auch  hinreichend  ist.  Wir  setzen  also 
voraus,   daß    sämtliche   w- reihigen   Determinanten    der   obij^en 
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Matrix  verschwinden.  Ferner  nehmen  wir  noch  an,  daß  der 
Rang  r  der  Matrix  (Erklärung  3,  §  7)  größer  ist  als  Null^), 
und  schließlich,  daß  die  r-reikige  Determinante  in  der  linken 
oberen  Ecke  der  Matrix  nicht  verschwindet  In  dieser  letzten 
Voraussetzung  liegt  keine  Beschränkung  der  Allgemeinheit, 
denn  um  eine  der  nicht  verschwindenden  r-reihigen  Deter- 
minanten an  jene  Stelle  zu  bringen,  hat  man  nur  die  Reihen- 
folge der  einzelnen  Systeme  sowie  nötigenfalls  auch  die  der 
Konstanten  in  jedem  System  abzuändern;  diese  Reihenfolge  ist 
aber  beidemal  offenbar  ganz  nebensächlich. 

Jetzt  wollen  wir  nachweisen,  daß  die  ersten  (r  +  1)  Kon- 
stantensysteme linear  abhängig  sind;  daraus  folgt  dann  nach 
Satz  2,  §  12  sofort,  daß  alle  m  Systeme  linear  abhängig  sind. 

Mit  Cj,  ^2,  .  .  .  c^^i  sollen  die  algebraischen  Komplemente 
der  Elemente  der  letzten  Kolonne  in  der  (r  +  1) -reihigen 
Determinante  bezeichnet  werden,  die  links  oben  in  der  Matrix  steht. 

Da  sämtliche  (r-f  1)- reihigen  Determinanten  verschwinden^ 
so  ergeben  sich  die  Relationen: 

c^x!  +  c^x;'^  .  .  .  +  c,+i:r/''+ 1]  =  0         _(j  =  r  +  1,  r  +  2, . . .  f^). 

Nun  ist  aber  die  Summe  der  Produkte  aus  den  Elementen 
einer  Kolonne  mit  den  algebraischen  Komplementen  der  ent- 
sprechenden Elemente  einer  anderen  Kolonne  immer  gleich 
Null,  und  daher  ist  die  obige  Gleichung  auch  richtig  für 
j  =  1,2,  ...  r.  Damit  ist  aber  die  lineare  Abhängigkeit  der 
ersten  r-{-l  Konstantensysteme  nachgewiesen,  da  c^^^,  d.  i.'  die 
r- reihige  Determinante  links   oben,  von  Null  verschieden  ist. 

b)  m  >  n.  Dieser  Fall  kann  auf  den  eben  betrachteten 
durch  einen  einfachen  Kunstgriff  zurückgeführt  werden.  Fügt 
man  nämlich  zu  jedem  System  von  n  Konstanten  noch  m  —  n 
Nullen,  so  hat  man  m  Systeme  von  je  m  Konstanten.  Die 
Matrix  dieses  Systems  enthält  nur  eine  einzige  m- reihige 
Determinante,  und  diese  verschwindet,  da  mindestens  eine  ihrer 
Kolonnen  ganz  aus  Nullen  besteht.  Daher  sind  diese  m  Systeme 
von  je  m  Konstanten  linear  abhängig  und  somit  auch  die  ur- 
sprünglichen m  Systeme  von  je  n  Konstanten. 

1)  Im  allgemeinen  wird  r  =  m  —  1  sein ,  aber  r  kann  überhaupt 
jeden  Wert  annehmen,  der  kleiner  als  m  ist.  Der  einzige  Fall,  den 
wir  hier  ausschließen,  ist  der,  daß  alle  Elemente  der  Matrix  Null  sind. 
Dann  ist  die  lineare  Abhängigkeit  aber  ohne  weiteres  klar. 


14.  Lineare  Abhängigkeit  von  Polynomen 
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Satz  2.    m  Systeme  von  je  n  Konstanten  sind  stets  linear 
abhängig,  wenn  m'^  n  ist. 

Übungen 

Bestimme,    ob    die   folgenden  Konstantensysteme  linear  abhängig 
sind,  oder  nicht: 


1. 


3a, 

26, 

-3c, 

6cZ, 

a, 

0, 

—    c, 

id, 

0, 

-    &, 

0, 

—  Sd. 

1, 

0, 

0, 

5, 

1, 

2, 

6, 

7, 

3, 

1, 

3, 

16. 

0, 

2, 

1, 

3,     4, 

0, 

3, 

0, 

0,     8, 

15, 

7, 

3, 

9,     7. 

ö. 

— 

7, 

0, 

1,     -1, 

1, 

— 

3, 

-2, 

3,     -1, 

t,  0,  7,     —9,  2. 

14.  Lineare  Abhängigkeit  der  Polynome.  Die  not- 
wendige und  hinreichende  Bedingung  für  lineare  Abhängigkeit 
der  m  Polynome  in  beliebig  vielen  Veränderlichen 

/ 1 J  /  2  ?  •  •  •  /  m 
ist    offenbar    die   lineare    Abhängigkeit    der   m  Systeme   ihrer 
Koeffizienten.      Daher    können    die    im    letzten   Abschnitt    ab- 
geleiteten Sätze  und  Bedingungen  ohne  weiteres  auf  Polynome 
übertragen  werden. 

Übungen 

Bestimme,  ob  die  folgenden  Polynome  linear  abhängig  sind,  oder  nicht: 

6a;-f  22/+    bz—    4, 
lbx-{-9y  —18. 


3a?j  -j-  Ax^  —  4:X^ 


6x. 


Ix, 


■i-Sx^-j-lx^, 


3, 


3. 


bx^-}-9Xi—    x^-\-  Ax^-\-S. 
2x^-\-    8xy-\-    62/«+14rc+122/  — 
Ix^  +      2/'+    6a;—  41/, 

Sx^—    6xy-{-    32/*—    6x  -f 

5a;^  +  Wxy  +  15i/*  +  35^  +  SOy  — 


4, 

7, 
10. 
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15.  Creometrische  Deutung^.  Die  Systeme  von  je 
n  Konstanten^  mit  denen  wir  es  in  den  §§  12^  13  zu  tun  hatten, 
können,  falls  nicht  sämtliche  Konstante  eines  Systems  NuU 
sind,  vorteilhaft  als  homogene  Koordinaten  eines  Punktes  im 
Räume  von  n  —  1  Dimensionen  gedeutet  werden.  Man  pflegt 
dann  geradezu  von  linearer  Abhängigkeit  oder  Unabhängigkeit 
dieser  Funkte  zu  sprechen.  Der  geometrische  Sinn  solcher 
Aussagen  ergibt  sich  leicht  aus  den  folgenden  Sätzen  für  den 
FaU  »^  =  4. 

Zwei  Punkte  werden  hier  durch  zwei  Systeme  von  je  vier 
Konstanten  dargestellt : 

Linear  abhängig  sind  diese  Systeme  dann  und  nur  dann,  wenn 
sie  proportional  sind,  d.  i.,  wenn  die  beiden  Punkte  zusammen- 
fallen. 

Satz  1.  Zwei  Punkte  sind  dann  und  nur  dann  linear  ab- 
hängig, wenn  sie  zusammenfallen. 

Sollen  drei  Punkte  Pj,  Pg,  P3  des  Raumes  mit  den  Ko- 
ordinaten 

linear  abhängig  sein,  so  muß  es  drei  Konstante  q,  c^,  c^  geben, 
die  nicht  alle   verschwinden  und  die  Gleichungen  befriedigen: 

C^X^   -j-  C2X2  +  ^3^3  =  ^ 
^l2/l  +   <^22/2  +   ^3^3  =  0 

q^i  -f  C2%  +  ^3^3  =  0 

Ist  die  Reihenfolge  der  Punkte  so  gewählt,  daß  ^3=1=0  ist, 
so  können  wir  die  Gleichungen  nach  x^,  1/3,  2^,  t^  auflösen: 

•^3  ""^  /^i^'i  ~r  '^2'^2 

2/3  =  hvi  +^'22/2 

^3  =  A'i^i     -f-    «2^2 
^3  ^  ^ih     T"  "2^2? 


(1) 


wobei  k^  = ,  Ag  = ^   gesetzt  ist.     Bedeutet  jetzt 

Äx  +  By-i-Cz  +  Dt==0 
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die  Gleichung  irgend  einer  Ebene  durch  die  Punkte  P^  und  Pj, 
so  gelten  die  Gleichungen: 

Multipliziert  man  die  erste  dieser  Gleichungen  mit  \,  die 
zweite  mit  k^  und  addiert,  so  findet  man  unter  Berücksichtigung 
der  Gleichungen  (1): 

Äx,  +  By,  -f  0^3  +  m,  =  0. 

Daher  geht  jede  Ebene  durch  die  Punkte  Pj  und  P^  auch 
durch  den  Punkt  P^,  und  die  drei  Punkte  P^,  P^,  Pg  liegen 
auf  einer  Geraden. 

Jetzt  ist  umgekehrt  nachzuweisen,  daß  drei  Punkte  auf 
einer  Geraden  auch  stets  linear  abhängig  sind.  Die  drei  Punkte 
Pj,  P^,  Pg  sollen  also  auf  einer  Geraden  liegen.  Fallen  irgend 
zwei  von  ihnen  (oder  alle)  zusammen,  so  folgt  ihre  lineare 
Abhängigkeit  bereits  aus  Satz  1.  Wir  wollen  die  drei  Punkte 
also  als  getrennt  voraussetzen. 

Sind  \  und  \  zwei  Konstante,  die  nicht  beide  ver- 
schwinden, so  ist,  wenn  wir 

X    =^    fC-t  X-t     ~\~    Ka  X(f 

t  =  k-^t^  4~  "^2% 
setzen,  der  Punkt  (x' :  y' :  si' :  t'),  den  wir  als  P'  bezeichnen 
wollen,  von  P^  und  P^  linear  abhängig  und  liegt  demnach 
auf  Pj  Pg .  Wir  haben  also  zu  zeigen,  daß  bei  geeigneter  Wahl 
von  \  und  Jc^  der  Punkt  P'  mit  dem  Punkte  P.^  zusammenfällt. 
Ist  nun  ax  -^  hy  -{-  cz  -{-  dt  =  0  die  Gleichung  einer  Ebene,  die 
durch  Pg,  nicht  aber  durch  P^  und  P^  läuft,  so  ist  Pg  der 
Schnittpunkt  dieser  Ebene  mit  der  Geraden  P^P^.  Können 
wir  also  den  Punkt  P'  so  bestimmen,  daß  er  in  dieser  Ebene 
liegt,  so  muß  er  mit  Pg  zusammenfallen,  und  unser  Satz  ist 
bewiesen. 

Damit  nun  P'  in  jener  Ebene  liege,  muß  die  Gleichung 
erfüllt  sein: 

ax' -\-  hy' -\-  cz'-{-  dt'=  0, 

und  diese  Bedingung  ist  auch  hinreichend. 
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Setzen  wir  für  x\  y' ,  z'y  t'  ihre  Werte  ein,  so  ist: 

Keine  der  beiden  Klammern  kann  verschwinden,  da  die 
Ebene  ja  nicht  durch  die  Punkte  P^  und  Pg  gehen  sollte. 
Daher  lassen  sich  für  \  und  li^  von  Null  verschiedene  Werte 
so  angeben,  daß  die  letzte  Gleichung  erfüllt  ist: 

Satz  2.  Drei  Funkte  sind  dann  und  nur  dann  linear  ab- 
hängig,  wenn  sie  auf  einer  geraden  Linie  liegen}) 

Die  Beweise  der  folgenden  Sätze  überlassen  wir  dem  Leser. 
Einige  von  ihnen  folgen  unmittelbar  aus  der  Erklärung  der 
linearen  Abhängigkeit;  für  andere  ist  es  zweckmäßiger,  die  in 
§13  aufgestellte  Bedingung  für  lineare  Abhängigkeit  zu  be- 
nutzen. 

Satz  3.  Vier  FunJcte  sind  dann  und  nur  dann  linear  ah- 
hängigy  wenn  sie  in  einer  Ebene  liegen. 

Satz  4.    Fünf  oder  mehr  Funkte  sind  stets  linear  abhängig. 

Eine  andere  geometrische  Anwendung  wird  durch  folgende 
Überlegungen  nahegelegt: 

Ein  System  von  n  gewöhnlichen  ^)  Größen  ist  nichts 
anderes  als  eine  komplexe  Zahl  in  n  Einheiten  (§  21).  Unsere 
ursprüngliche  Erklärung  der  linearen  Abhängigkeit  ist  daher 
völlig  gleichbedeutend  mit  der  folgenden: 

Die  m  komplexen  Größen  a^,  a^j  •  -  -  ^m  heißen  linear  ab- 
hängig, wenn  m  gewöhnliche  Größen  ^i,  Cg,  .  .  .  c^,  die  nicht 
aUe  Null  sind,  gefunden  werden  können,  so  daß: 

Das  einfachste  geometrische  Bild  für  eine  komplexe  Zahl 
in  n  Einheiten  ist  ein  Vektor  im  Räume  von  n  Dimensionen^), 
und   so    sind   wir  auf   den   Begriff   der  linearen   Abhängigkeit 


1)  Damit  ist  nicht  gesagt  (entspreclaend  in  den  übrigen  Sätzen), 
daß  sie  nur  durch  eine  einzige  gerade  Linie  verbunden  werden  können. 

2)  Hier  sind  zwei  verschiedene  Standpunkte  möglich,  je  nachdem 
man  unter  einer  gewöhnlichen  Größe  eine  reelle,,  oder  eine  gewöhnliche 
komplexe  Größe  versteht. 

3)  Es  sind  offenbar  auch  andere  geometrische  Deutungen  möglich. 
So  kann  man  im  Falle  ri  =  4  unsere  komplexen  Größen  als  Quatern- 
ionen  deuten  und  nach  der  Bedeutung  der  linearen  Abhängigkeit  von 
zwei,  drei  oder  vier  Quaternionen  fragen. 
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von  Vektoren  geführt.  Die  geometrische  Bedeutung  davon  sieht 
man  aus  nachstehenden  Sätzen,  die  für  den  Fall  n  =  3  gelten: 

Satz  5.  Zwei  Vektoren  sind  dann  und  nwr  dann  linear 
abhängig,  wenn  ihre  Endpunkte  mit  ihrem  gemeinsamen  Anfangs- 
punM  durch  eine  gerade  Linie  verbunden  werden  können. 

Satz  6.  Dm  Vektoren  sind  dann  und  nur  dann  linear 
abhängig,  wenn  ihre  Endpunkte  mit  ihrem  gemeinsamen  Anfangs- 
punkt durch  eine  Ebene  verbunden  iverden  können. 

Satz  7.     Vier  oder  mehr  Vektoren  sind  stets  linear  abhängig. 

Wollen  wir  eine  geometrische  Deutung  für  lineare  Ab- 
hängigkeit von  Polynomen  erhalten,  so  müssen  wir  nicht  die 
Polynome  selbst  betrachten,  sondern  die  Gleichungen,  die  sich 
ergeben,  wenn  man  sie  gleich  Null  setzt.  Diese  Gleichungen 
nennen  wir  linear  abhängig,  wenn  es  die  Polynome  sind.  Be- 
trachten wir  dann  die  unabhängigen  Veränderlichen  als  recht- 
winklige Koordinaten,  so  geben  uns  diese  Gleichungen  geo- 
metrische Orter  im  Räume  von  so  viel  Dimensionen,  als  unab- 
hängige Veränderliche  vorhanden  sind.  Im  Falle  zweier  und 
dreier  Veränderlichen  erhält  man  dann  ebene  Kurven  bzw. 
Flächen. 

Zwei  solche  geometrische  Orter  bieten  kein  weiteres 
Interesse;  denn  sie  sind  nur  dann  linear  abhängig,  wenn  sie 
zusammenfallen.  Liegen  drei  linear  abhängige  geometrische 
Orter  vor,  so  muß  jeder  von  ihnen,  wie  sich  leicht  zeigen  läßt, 
die  beiden  andern  in  sämtlichen  ihren  gemeinsamen  Punkten 
durchdringen  und  in  keinen  andern.  Zur  Erläuterung  der  geo- 
metrischen Bedeutung  der  linearen  Abhängigkeit  mögen  die 
nachstehenden  Sätze  dienen: 

1.  Für  die  Ebene  (wenn  nur  endliche  Punkte  zugelassen 
werden) : 

Satz  8.  Drei  Kreise^)  sind  dann  und  nur  dann  linear 
abhängig,  wenn  sie  demselben  Kreisbüschel  angehören. 

Satz  9.  Vier  Kreise  sind  dann  und  nur  dann  linear  ab- 
hängig, wenn  sie  einen  gemeinsamen  Orthogonalkreis  oder  eine 
gemeinsame  Orthogonalgerade  besitzen,  oder  aber  sämtlich  durch 
einen  Funkt  laufen. 

1)  Um  weitläufige  Auseinandersetzungen  zu  vermeiden,  verstehen 
wir  hier  unter  Kreisen  nur  solche  mit  reeller  Gleichung  und  nicht  ver- 
schwindendem Radius. 


46  Kapitel  IIL  IV 


Satz  10.  Vier  Kreise^  von  denen  je  zwei  sich  in  zwei  ge- 
trennten Pimktm  schneiden  y  sind  dann  und  nur  dann  linear 
anhängig,  ivenn  die  Schnittpunkte  der  beiden  ersten  und  die 
Schnittpunkte  der  beiden  letzten  auf  einem  Kreise  oder  auf  einer 
Geraden  liegen. 

Satz  11.    Fünf  oder  mehr  Kreise  sind  stets  linear  abhängig. 

2.  Für  den  Raum  (wenn  die  unendlich,  fernen  Punkte  zu- 
gelassen werden): 

Satz  12.  Brei  Ebenen  sind  dann  und  nwr  dann  linear  ab- 
hängig, tvenn  sie  eine  Gerade  gemeinsam  haben. 

Satz  13.  Vier  Ebenen  sind  dann  und  nur  dann  linear  ab- 
hängig, wenn  sie  einen  Funkt  gemeinsam  haben. 

Satz  14.    Fünf  oder  mehr  Ebenen  sind  stets  linear  abhängig. 


16.  Nicht  homogene  lineare  Gleichungen 
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Kapitel  IV 
Lineare  Gleichungen 

16.      Nicht  -  homogene   lineare    Gleichungen.      Bei 

jeder  elementaren  Behandlung  der  Determinanten  wird  aus- 
einandergesetzt, wie  man  mit  ihrer  Hilfe  ein  System  von  n 
Gleichungen  ersten  Grades  in  n  Unbekannten  lösen  kann,  wenn 
die  Determinante  der  Koeffizienten  der  Unbekannten  von  Null 
verschieden  ist.     Wir  geben  dafür  die  Regel  an. 

Eegel  von  Gramer.     Ist  in  dem  Gleichungssystem 


^<^nl^l+"'-^%n^n  =  K 


die  Determinante 


a  = 


von  Null  verschieden,  so  haben  die  Gleichungen  stets  ein  einziges 
Lösungssystem : 


X,  = 


X.,  = 


Dabei  bedeutet  a^  die  n- reihige  Determinante,  die  aus  a  erhalten 
wird,  wenn  man  darin  die  Elemente  der  i^^""  Kolonne  durch  die 
Elemente  ki_j^2>  -  -  •  K  ^'^setzt. 

Den  Beweis  dieser  Regel,  die  von  grundlegender  Bedeutung 
für  die  allgemeine  Theorie  der  linearen  Gleichungen  ist,  setzen 
wir  als  bekannt  voraus. 

Wir  betrachten  jetzt  das  System  der  m  linearen  Gleichungen 
in  w  Veränderlichen : 


(^ml^l+-'-+(^,nn^n  +  K  =  ^. 


WO  m  und  n  irgend  welche  positive  ganze  Zahlen  sind.    Dann 
sind  drei  Fälle  zu  unterscheiden: 
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1.  Die  Gleichungen  haben  keine  Lösung;  dann  heißen  sie 
unverträglich. 

2.  Sie  ergeben  gerade  eine  Lösung. 

3.  Sie   haben  mehr  als   eine  Lösung.     Dann  gibt  es,   wie 
wir  sogleich  sehen  werden,  unzählig  viele  Lösungen. 

Von  den  beiden  Matrices 

' a.^h 


a  == 


"11 


"1» 


h  = 


"ml 


(^mnK 


nennen  wir  a  die  Matrix  des  Greichungssystems,  b  die  erweiterte 
Matrix.    Der  Rang  von  a  kann  nicht  größer  sein,  als  der  von 
h,  da  jede  Determinante  von  a  auch  in  b  enthalten  ist. 
Daher  sind  nur  die  beiden  Fälle  zu  unterscheiden: 

1.  Die  beiden  Matrices  besitzen  denselben  Rang. 

2.  Der  Rang  von  a  ist  kleiner  als  der  von  b. 

Den  zweiten  Fall  wollen  wir  zuerst  betrachten  und  den 
Rang  der  Matrix  b  mit  r  bezeichnen.  Dann  maß  b  mindestens 
eine  nicht  verschwindende  r- reihige  Determinante  enthalten. 
Diese  Determinante  muß  ferner  eine  aus  den  Größen  h  bestehende 
Kolonne  besitzen,  da  sonst  auch  a  den  Rang  r  besäße.  Schließlich 
setzen  wir  voraus,  daß  eine  solche  nicht  verschwindende  r- reihige 
Determinante  in  der  Matrix  rechts  oben  steht.  Diese  Annahme 
bedeutet  keine  Einschränkung  der  Allgemeinheit,  denn  wir 
brauchen  nur  die  Reihenfolge  der  Gleichungen  oder  der  x  ab- 
zuändern, um  eine  solche  Determinante  in  die  angegebene  Lage 
zu  bringen. 

Jetzt  führen  wir  für  die  linken  Seiten  unserer  Gleichungen 
die  abkürzenden  Symbole  F^,F^,  .  .  .  F^  ein;  ebenso  für  die 
homogenen  Polynome,  die  aus  den  F  durch  Weglassen  des 
konstanten  Gliedes  entstehen,  die  Bezeichnungen  /'i, /"g,  ...  Z'^, 
so  daß  die  Identitäten  gelten: 

Dann  betrachten  wir  die  ersten  r  dieser  Identitäten.  Da 
der  Rang  von  a  kleiner  als  r  ist,  sind  die  Polynome  fi,fiyfr 
linear  abhängig: 
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Daraus  folgt: 

c^i^i  -f- . .  •  +  c^K  =  cA  +  •  •  •  +  cx  =  c. 

Da  aber  der  Rang  von  h  gleich  r  ist,  so  sind  die  Poly- 
nome Fj^,  .  .  .  Fj,  linear  unabhängig,  also  0  4=  0 . 

Daher  sind  die  gegebenen  Gleichungen  unverträglich.  Wären 
sie  nämlich  verträglich,  so  würden  für  geeignet  gewählte  Werte 
x^j .  .  .  x^  alle  F  verschwinden;  bei  Einsetzung  dieser  Werte  in 
die  letzte  Gleichung  ergäbe  sich  dann: 

0=0+0. 

Jetzt  gehen  wir  zu  Fall  1  über  und  bezeichnen  den  gemein- 
samen Rang  der  Matrices  a  und  b  mit  r.  Dann  gibt  es  also 
in  a  mindestens  eine  nicht  verschwindende  r- reihige  Deter- 
minante; dieselbe  Determinante  kommt  auch  in  b  vor.  Wir 
setzen  voraus,  daß  sie  linlcs  oben  in  der  Matrix  steht.  Da  in 
jeder  Matrix  alle  (r -f  1)- reihigen  Determinanten  verschwinden, 
so  sind  die  ersten  r  -\-  1  Polynome  F  linear  abhängig: 

Weil  aber  F^,  . . .  F^.  linear  unabhängig  sind,  kann  c^^j  nicht 
verschwinden.  Daher  läßt  sich  F^^^  linear  durch  F^,  .  .  .  F^. 
ausdrücken.  Das  gleiche  gilt,  wenn  wir  i^^+g  ^^^^  ^^^  anderes 
der  übrig  bleibenden  F  statt  F^_^^  nehmen.  Daher  bestehen 
folgende  Identitäten: 

F^^,  ^  \V)F,  +  . . .  +  h^F,.        (?  =  1,  2, . .  .  m-r) . 

Verschwinden  also  in  einem  Punkte  (x^,  .  .  .  x^  die  jF\ , . . .  F^. 
sämtlich,  so  verschwinden  in  ihm  auch  die  übrigen  F.  Mit 
andern  Worten,  jede  Lösung  der  ersten  r  Gleichungen  ist  not- 
wendigerweise eine  Lösung  des  ganzen  Gleichungssystems. 

Jetzt  betrachten  wir  also  nur  die  ersten  r  Gleichungen 
und  legen  den  Veränderlichen  ^r  +  i;  •  •  •  ^n  irgend  welche  festen 
Werte  a;/^  i,  •  •  •  ^/  bei.  Alle  auf  das  r*®  Glied  folgenden  Glieder 
bringen  wir  in  jeder  Gleichung  nach  rechts: 

«11^1  +  •  •  •  +  ö^i,^^  =  -  a^^r^l^r^  1 (^In^n   "  ^1 

«.1^1  +   •  •  •  -h  a^r^^  =  -  «,,,  +  !<+ 1 «,„<  -  h^. 

Da  die  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  jetzt  bekannte 
Größen  sind  und  die  Determinante  der  Koeffizienten  links  nicht 
verschwindet,  so  liegt  der  Fall  vor,  auf  den  sich  die  Regel  von 

Böcher,  höhere  Algebra  4 
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Gramer  bezieht.  Das  Gleichungssystem  hat  also  gerade  eine 
einzige  Lösung,  und  daher  sind  die  Gleichungen  des  gegebenen 
Systems  miteinander  verträglich. 

Satz  1.  Bie  Gleichungen  eines  Systems  linearer  Gleichungen 
sind  dann  und  nur  dann  miteinander  verträglich,  wenn  die 
Matrix  des  Systems  denselben  Bang  besitzt  wie  die  erweiterte 
Matrix. 

Ferner  folgt  aus  den  vorausgegangenen  Überlegungen: 
Satz  2.  Haben  bei  einem  System  linearer  Gleichungen  in 
n  UnbeJaannten  die  Matrix  des  Systems  und  die  ertveiterte  Matrix 
den  gleichen  Bang  r,  so  Icönnen  die  Werte  von  n  —  r  Un- 
bekannten ganz  beliebig  angenommen  werden,  wodurch  die  übrigen 
Unbekannten  eindeutig  bestimmt  sind.  Die  n  —  r  Unbekannten, 
deren  Werte  beliebig  angenommen  werden  sollen^  müssen  so  ge- 
wählt werden,  daß  die  Matrix  der  Koeffizienten  der  übrig  blei- 
benden Unbekannten  den  Bang  r  erhält. 


1. 


3, 


Übungen 

Folgende  Gleichungssystem e  sollen  vollständig  gelöst  werden: 

2ic—     y  -\-  ^z  —    1  =  0 

4:X  —  2y  —     z  -\-    3  =  0 

2x  —     y  —  4rZ  -{-    4  =  0 

lOa^  —  5?/  —  6^  -f  10  =  0. 

4:X    —  y    -\-  Ä     +     5    =    0 

2ic  —  32/  +  52  +  1  =  0 

X  -j-     y  —  2z  -\-2  =  0 

.    bx  —2  +  2  =  0. 

2x  —  3y  -\-  4:Z  —     w  =  'S 

X  -\-  2y  —     z  -{-  2w  =  1 

3x  —     7/  -f-  22  —  3m;  =  4 

.3a;  —     2/+     ^  —  7m;  =  4. 


17.  Homogene  lineare  G-leichungen.  Jetzt  gehen 
wir  zu  dem  besonderen  Falle  über,  wo  die  Gleichungen  sämt- 
lich homogen  sind,  d.  i.,  wo  alle  b  Null  sind: 


^i  +  '-'  +  ötmA^Ö 
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Die  Matrices  a  und  b  des  letzten  Abschnittes  unterscheiden 
sich  hier  nur  durch  eine  Kolonne,  die  ganz  aus  Nullen  be- 
steht; sie  haben  also  stets  gleichen  Rang,  der  nun  Bang  des 
Gleichungssystems  genannt  wird.  Die  Sätze  1  und  2  des  vor- 
hergehenden Abschnittes  ergeben  jetzt: 

Satz  1.  Ein  System  homogener  linearer  Gleichungen  'besitzt 
stets  mindestens  eine  Lösung. 

Satz  2.  Beträgt  der  Bang  eines  Systems  homogener  linearer 
Gleichungen  in  n  Unbekannten  r,  so  können  die  Werte  von  n  —  r 
Unbekannten  beliebig  gewählt  werden,  tvodurch  die  übrigen  ein- 
deutig bestimmt  sind.^) 

Ist  der  Rang  des  Systems  gleich  n.  so  gibt  es  gerade  eine 
einzige  Lösung;  offenbar  ist  sie  Xj^  =  X2  =  -  -  -  =  x^  =  0,  Da 
der  Rang  nicht  größer  als  n  sein  kann,  so  gilt: 

Satz  3.  Damit  ein  System  homogener  linearer  Gleichungen 
in  den  n  Unbekannten  x^,  .  . .  x^  eine  andere  Lösung  besitzt,  als 
x^  =  X2  =  ■  '  •  =  x^  =  Oj  ist  es  notivendig  und  hinreichend^  daß 
der  Bang  des  Systems  kleiner  als  n  ist 

Zusatz  1.  Sind  weniger  Gleichungen  als  Unbekannte  vorhan- 
den, so  gibt  es  immer  andere  Lösungen  als  a^j  =  a^g  =  •  •  •  =  ^„  =  0. 

Zusatz  2.  Ist  die  Zahl  der  Gleichungen  ebensogroß ,  wie 
die  der  Unbekannten,  so  haben  die  Gleichungen  dann  und  nur 
dann  eine  von  x^^  =  x^  =  •  -  •  =  x^  =  0  verschiedene  Lösung,  wenn 
die  Determinante  der  Koeffizienten  Null  ist. 

Für  den  besonderen  Fall,  wo  die  Anzahl  der  Gleichungen 
um  Eins  geringer  ist  als  die  Anzahl  der  Unbekannten  und  die 
Gleichungen  linear  unabhängig  sind,  wollen  wir  nachstehenden 
Satz  beweisen: 

Satz  4.  Jedes  WeHesystem  {x^, . .  .  x^),  welches  ein  System 
von  n  —  1  linear  unabhängigen^)  homogenen  linearen  Gleichungen 
in  n  Unbekannten  befriedigt,  ist  proportional  zu  dem  System  der 
{n  —1)- reihigen  Determinanten,  die  man  erhält,  wenn  man  aus 
der  Matrix  der  Koeffizienten  zunächst  die  erste,  dann  die  zweite 
usw.  Kolonne  ausstreicht,  tvobei  man  aber  diese  Determinanten 
abwechselnd  mit  dem  Fluszeichen  und  dem  Minuszeichen  zu  ver- 
sehen hat. 


1)  Vgl.  aber  die  letzten  Zeilen  von  Satz  2,  §  16. 

2)  Der  Satz  bleibt  für  linear  abhängige  Gleichungen  richtig,  wird 
aber  dann,  da  alle  in  Frage  kommenden  Determinanten  Null  sind,  trivial. 
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Die  (n  —  1)- reihige  Determinante,  deren  Matrix  aus  der 
des  Gleichungssystems  dadurch  hervorgeht,  daß  man  die  h^ 
Kolonne  fortstreicht,  wollen  wir  mit  a^.  bezeichnen.  Da  die 
Grleichungen  linear  unabhängig  sein  sollen,  ist  wenigstens  eine 
dieser  Determinanten,  etwa  a^,  von  Null  verschieden.  Jetzt 
legen  wir  x^  einen  beliebigen  Wert  c  bei  und  bringen  in  jeder 
Gleichung  das  i^  Glied  nach  rechts: 


a.   1  .c. 


Daher  ist: 

^^-^~'Ki"^  (fe  =  l,2,...«). 

Die  x^y.-.Xj^  sind  also  proportional  zu  aj ,  — «2;  +  ^37 •  * ' ("~ ^Y~^^n' 
Die  Theorie  der  linearen  Gleichungen  wurde  hier  auf  die 
Lehre  von  der  linearen  Abhängigkeit  gegründet.  Sie  kann  in- 
dessen jetzt  umgekehrt  dazu  benutzt  werden,  weitere  Resultate 
dieser  letzteren  Theorie  abzuleiten,  wie  wir  an  einem  für  später 
nützlichen  Satze  zeigen  werden. 

Satz  5.  Hat  ein  System  von  Punkten  (ic^,  .  .  .  a7„)  die  Eigen- 
Schaft,  daß  k  Punhte  des  Systems  gefunden  werden  können,  von 
denen  alle  übrigen  Punkte  des  Systems  linear  abhängen,  so  sind 
k  -{-  1  Punkte  des  Systems,  wie  sie  auch  ausgewählt  werden,  immer 
linear  abhängig.  Die  Zahl  der  Punkte  im  System  kann  dabei 
endlich  oder  unendlich  groß  sein. 

Die  k  Punkte  des  Systems,  von  denen  alle  übrigen  linear 
abhängen,  seien: 

Femer  seien 

(x;,...x,'),   (äv',...x„"),-.-,   (x,t*+'i,...x/+ii) 

irgend  welche  (k  -\-  1)  Punkte  des  Systems.     Dann  kann  man 
schreiben : 

(1)    :::::;:::.*:.':    (i=i,2,...Ä+i) 
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Ist  (^1^*^,  •  .  .  ^n^^)  öiiier  der  ersten  h  Punkte  des  Systems, 
so  sind  diese  Gleichungen  selbstverständlich  erfüllt.  Für  die 
sämtlichen  übrigen  Punkte  des  Systems  gelten  sie  nach  Voraus- 
setzung. Zu  zeigen  ist  jetzt,  daß  es  /<:  +  1  Konstante  0^,0^,.. .  (7^^^ 
gibt,  die  nicht  sämtlich  Null  sind  und  die  Gleichungen  be- 
friedigen: 

C,  X;  +  (7, X/'  +  . . .  +  (7,^ ,  X/* + '3  =  0    (i  =  1,  2,  ■  ■  ■  ») . 

Setzen  wir  hierin  für  die  X  die  Werte  aus  (1)  ein,  so  ergibt 
sich,  daß  sie  sicher  erfüllt  sind,  sobald  die  weiteren  Gleichungen 
bestehen : 

C,c,'  +  C,c,"  +  ■■■  +  0,^,6,1"-^'^ -=  0 


Dies  System  enthält  aber  weniger  Gleichungen  als  Un- 
bekannte, und  daher  gibt  es  (Satz  3,  Zusatz  1)  stets  Lösungen 
C,  die  nicht  aus  lauter  Nullen  bestehen. 

Übungen 

Die  folgenden  Gleichungssysteme  sollen  vollständig  gelöst  werden: 
lla;+     Sy  —  2z-{-     Sw  =  0 
2x  -{-     Sy  —     z  -\-     2w7  =  0 
Ix  —       y  -\-     z  —     3w?  =  0 
4.x  —  lly  -\-  bz  —  12w  =  0. 

2x  —  Sy  -\-  bz  -^  3w  =  0 
4cX  —  y  -\-  z  -\-  w  =  0 
3x  —  2y  -\-  Sz  -\-  4:W  =  0. 


1. 


2. 


18.  Fundamentale  Lösungssysteme  homogener 
linearer  G-leichungen.  Ist  (a;/, . .  .  x^')  eine  Lösung  des 
Gleichungssystems 

(1)  ::::::::: 

SO  ist  auch  {cx^',  .  .  .  cx^)  eine  Lösung.  Gibt  man  darin  dem 
c  alle  möglieben  Werte,  so  erhält  man  (ausgenommen  den  Fall, 
wo  sämtliche  x  Null  sind)  eine  unendliche  Anzahl  von  Lösungen. 
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Es  ist  nun  allerdings  möglich,  daß  so  alle  Lösungen  des 
Systems  (1)  gewonnen  werden  (Satz  4,  §  17):  im  allgemeinen 
wird  das  aber  nicht  der  Fall  sein. 

Setzen  wir  also  voraus,  daß  (x^\  .  .  .  ^,/)  und  {x^'\  .  .  .  x„") 
zwei  Lösungen  von  (1)  sind,  so  ist  auch  c^x^' ■}-  c^x^'\  .  .  . 
c^x^ -^  c^x^'  eine  Lösung,  Sind  die  Werte  der  Unbekannten 
in  den  beiden  gegebenen  Lösungen  zueinander  proportional,  so 
erhalten  wir  offenbar  gegen  den  Fall,  wo  nur  eine  Lösung  ge- 
geben war,  nichts  Neues.  Sind  die  beiden  Lösungen  aber  linear 
unabhängig,  so  gelangen  wir,  wenn  wir  c^  und  c^  alle  mög- 
lichen Werte  annehmen  lassen,  zu  einer  zweifach  unendlichen 
Schar  von  Lösungen.  Aber  es  ist  möglich,  daß  auch  so  noch 
nicht  alle  Lösungen  des  Systems  (1)  erhalten  werden.  Haben 
wir  drei  linear  unabhängige  Lösungen,  so  können  wir  aus  ihnen 
eine  dreifach  unendliche  Schar  von  Lösungen  aufbauen  usw. 
Finden  wir  bei  Fortsetzung  dieses  Verfahrens  schließlich  eine 
endliche  Anzahl  linear  unabhängiger  Lösungen,  durch  die  sich 
sämtliche  Lösungen  linear  ausdrücken  lassen,  so  sagen  wir,  diese 
endliche  Anzahl  von  Lösungen  bilde  ein  fundamentales  Lösungs- 
system. 

Erklärung.  Das  System  (x^^'\  .  .  .  x/'^)  (i  =  1,  2,  . .  .  h)  von 
Lösungen  des  Gleichungssystems  (1)  bildet  ein  fundamentales 
Lösungssystemj  wenn  die  beiden  folgenden  Bedingungen  er- 
füllt sind: 

1.  Die  Je  gegebenen  Lösungen  müssen  linear  unabhängig  sein. 

2.  Jede  Lösung  von  (1)  muß  von  diesen  k  Lösungen  linear 
abhängig  sein. 

Satz  1.  Ist  der  Bang  r  des  Gleichungssystems  (1)  Jdeiner 
als  n^  so  gibt  es  unendlich  viele  fundamentale  LösimgssystemCj 
von  denen  jedes  aus  n  —  r  Lösungen  aufgebaut  ist. 

Wir  betrachten  die  ersten  r  Gleichungen  des  Systems  (1) 
unter  der  Voraussetzung,  daß  die  r-reihige  Determinante  in 
der  linken  oberen  Ecke  der  Matrix  des  Systems  von  Null  ver- 
schieden ist.  Jede  Lösung  dieser  r- Gleichungen  befriedigt  auch 
die  übrigen  Gleichungen  des  Systems.  Alle  Glieder  hinter  dem 
^ten  i3 ringen  wir  nach  rechts  und  legen  den  x^^-^,  .  .  .  x„  irgend 
welche  festen  Werte  Xr  +  i,  -  •  •  ^„'  bei,  die  nicht  sämtlich  Null 
sind.  Dann  haben  diese  r  Gleichungen  nach  der  Cramer- 
schen    Regel    gerade    eine    Lösung,    die    wir    mit    {x^'j  .  .  .  x^) 
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bezeichnen.  Legen  wir  jetzt  den  Xj.j^^y  .  .  .  x^  andere  feste  Werte 
Xr\i,  .  .  .  x^'  bei,  die  nicht  sämtlich  Null  sind,  so  erhalten  wir 
eine  zweite  Lösung  {x^',  .  .  .  x^^').  So  fahren  wir  fort,  bis  wir 
n  —  r  Lösungen  haben: 


Haben  wir  bei  diesen  n  —  r  Lösungen   die  aj^  +  i,  •  •  •  ^„   so  ge- 
inante 

\   Xr-\-\        .  '  '  Xn 


wählt,  daß  die  Determinante 


(2) 


•^  r  +  1       •  '  ■  ^n 


nicht  verschwindet,  —  das  kann  offenbar  auf  unendlich  viele 
Arten  geschehen  — ,  so  sind  diese  n  —  r  Lösungen  linear  un- 
abhängig. Somit  ist  eine  unendliche  Schar  von  Systemen  von 
n  —  r  Lösungen  gewonnen,  die  die  erste  Bedingung  der  Er- 
klärung erfüllen. 

Um  zu  beweisen,  daß  diese  Lösungssysteme  auch  die 
zweite  Bedingung  erfüllen,  bezeichnen  wir  mit  (X^, . .  .  X„) 
eine  beliebige  Lösung  der  r  ersten  Gleich imgen.  Die  letzten 
n  —  r  dieser  X.  können  als  linear  abhängig  von  den  n  —  r 
Wertesystemen  aufgefaßt  werden,  die  wir  für  ^r  +  i?  •  •  •  ^n  ^^" 
genommen  haben,  denn  wir  haben  mehr  Konstantensysteme  als 
jedes  System  Konstante  besitzt  (Satz  2,  §  13),  und  die  Deter- 
minante (2)  ist  von  Null  verschieden. 

Daher  ist: 

(3)  X,  =  c,x:  +  c,x:' -f  •  •  •  +  c^^r^i-^^ 

Nehmen  wir  wieder  die  ^^^.i,  .  .  .  ^„  als  bekannt  an  und 
lösen  die  ersten  r  Gleichungen  (1)  nach  der  Cramerschen  Regel, 
so  gewinnen  wir  Relationen  von  folgender  Form: 

^j  =  ^/^r  +  i  +  A;'x^^,  +  •  •  •  4-  A^^'^-^^x^        0"  =  1.  2, .  .  .  r). 

Legen  wir  jetzt  den  x^^^y...x^  spezielle  Werte  bei,  so 
ergeben  sich  die  Gleichunoren 


56  Kapitel  IV 


^;  =  a;x;^^  -^a;'x;+,  +...4.^.[«-r 


n  > 


(4) 

,    X,  =  a;x^^,  +  ä;'x^^,  +  •  •  •  +  4/"-jx„. 

(i=l,2,...r). 

Aus  (3)  folgt,  wenn  wir  die  ersten  n  —  r  dieser  Gleichungen 
der  Reihe  nach  mit  c^,  ...  c„_^  multiplizieren  und  dann  addieren: 

c,x;  +  .-.  +  c^.^x}-'^  =  a:x^^,  +  ■■■  +  Ai'-'^x„. 

Folglich  ist  nach  der  letzten  Gleichung  (4): 
(5)  X,  =  c,x;  +■■■  c„_^x}-'^        (i  =  1,  2,  •  ■  •  r). 

Die  Gleichungen  (3)  und  (5)  zusammen  beweisen  unsern  Satz. 

Die  Gesamtheit  aller  Lösungen  des  Systems  (1)  bildet  ein 
Punktesystem,  welches  den  Bedingungen  von  Satz  5,  §  17  genügt. 
Somit  folgt: 

Satz  2.  Bei  einem  System  homogener  linearer  Gleichungen 
in  n  unbekannten  vom  Bange  r  sind  n  —  r  -\-  1  Lösungen  stets 
linear  abhängig. 

Zum  Schluß  wollen  wir  den  Satz  beweisen: 

Satz  3.  Damit  ein  Lösungssystem  eines  Systems  homogener 
linearer  Gleichungen  in  n  Unbekannten  vom  Range  r  ein  funda- 
mentales Lösungssystem  sei,  ist  es  notwendig  und  hinreichend, 
daß  es  aus  n  —  r  Lösungen  besteht,  die  linear  unabhängig  sind. 

Linear  unabhängig  müssen  die  Lösungen  sein,  nach  unserer 
Erklärung.  Daß  auch  die  Anzahl  n  —  r  notwendig  ist,  ergibt 
sich  daraus,  daß  es  einerseits  nach  Satz  2  nicht  mehr  als  w  —  r 
unabhängige  Lösungen  gibt,  andrerseits  daraus,  daß  l  lineare 
unabhängige  Lösungen  niemals  ein  fundamentales  System  bilden, 
solange  l  <Zn  —  r  ist.  Denn  sonst  müßten  l  +  1  Lösungen  nach 
Satz  5,  §  17  linear  voneinander  abhängen,  und  daher  erst  recht 
n  —  r  Lösungen,  da  n  —  r^l  -{-  1  ist.  Das  gibt  aber  einen 
Widerspruch  gegen  Satz  1. 

Zu  zeigen  ist  jetzt  noch,  daß  die  beiden  Bedingungen  auch 
ausreichen.     Es  sei 

(*,ra,  x,m, . . .  x/^)  {i  ==  1,2,...  n-r) 
irgend  ein  System  von  n  —  r  linear  unabhängigen  Lösungen 
unseres  Gleichungssystems  und  (iTj,  .  .  .  xj  irgend  eine  beliebige 
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Lösung.    Dann  gibt  es  nach  Satz  2  immer  n  —  r-\-l  Konstante 
Ci,  .  .  ,  c^_j.+i>  ^^®  nicht  alle  Null  sind  und  die  Gleichungen  be- 
friedigen: 
c,x;  +  c,x;'  +  •  •  •  +  c„_,a;/'-'-]  +  C,_r^-L^i  =  0       (i  =  1, 2, . . . «). 

Da  aber  die  n  —  r  gegebenen  Lösungen  linear  unabhängig 
sind^  ist  c„_^^i  +  0.  Diese  letzten  Gleichungen  ermöglichen 
es  uns  also,  die  Lösungen  {x^,  .  .  .  x^  linear  durch  die  n  —  r 
gegebenen  Lösungen  auszudrücken,  und  damit  ist  bewiesen,  daß 
diese  ein  fundamentales  Lösungssystem  bilden. 

Übungen 

1.  Alle  fundamentalen  Lösungssysteme  eines  Systems  homogener 
linearer  Gleichungen  sind  in  der  unendlichen  Schar  enthalten,  die  im 
Beweise  von  Satz  1  auftrat. 

2.  Drei  Ebenen  im  Räume  sind  durch  ihre  Gleichungen  in  homo- 
genen Koordinaten  gegeben.  Beschreibe  ihre  gegenseitige  Lage,  je  nach- 
dem der  Rang  des  Gleichungssystems  1,  2,  oder  3  ist. 

3.  Gegeben  sind  drei  Ebenen  im  Räume  durch  ihre  Gleichungen 
in  nicht- homogenen  Koordinaten.  Welche  gegenseitige  Lage  haben  sie 
für  die  verschiedenen  möglichen  Wertepaare  des  Ranges  der  Matrix  und 
der  erweiterten  Matrix? 
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Kapitel  Y 
Der  Rang  einer  Matrix 

19.  Die  allgemeine  Matrix.  Um  nachzuweisen^  daß 
eine  Matrix  den  Rang  r  besitzt,  haben  wir  zuerst  zu  zeigen^ 
daß  mindestens  eine  ihrer  r-reihigen  Determinanten  von  Null 
verschieden  ist,  und  dann,  daß  sämtliche  (r  + 1)- reihigen  Deter- 
minanten verschwinden.  Dieser  Nachweis  kann  durch  folgen- 
den Satz  erheblich  abgekürzt  werden: 

Satz  1.  Ist  eine  gewisse  r-reihige  Determinante  einer  Matrix 
von  Null  verschieden,  während  alle  (r  +  1)- reihigen  Determinan- 
ten verschwinden,  in  denen  sie  als  Minor  vorkommt,  so  ver- 
schivinden  überhaupt  sämtliche  (r  -{-  1)- reihigen  Determinanten 
der  Matrix. 

Unbeschadet  der  Allgemeinheit  dürfen  wir  annehmen,  die 
nicht  verschwindende  r-reihige  Determinante  stehe  links  oben 

in  der  Matrix 

a,.   .  .  .  a,^  II 


.  li 


ml 


Dann  sind  die  r  -f  1  Systeme  von  je  n  Grrößen,  die  in 
den  ersten  r  -|-  1  Reihen  der  Matrix  stehen,  nach  Satz  1,  §  13 
linear  abhängig;  denn  obwohl  wir  damals  annahmen,  alle  (r-{- 1)- 
reihigen  Determinanten  seien  gleich  Null,  machten  wir  beim  Be- 
weise von  dieser  Eigenschaft  doch  nur  Gebrauch  gerade  für  die 
(r  +  1) -reihigen  Determinanten,  auf  die  es  hier  ankommt.  Da 
nun  aber  die  r  Systeme  von  Größen,  die  in  den  ersten  r  Reihen 
unserer  Matrix  stehen,  linear  unabhängig  sind,  so  folgt,  daß 
die  (r  -\-  1)*®  Reihe  von  den  ersten  r  linear  abhängt.  Genau 
so  schließen  wir,  daß  auch  jede  der  folgenden  Reihen  von  den 
ersten  r  linear  abhängig  ist.  Nach  Satz  5,  §  17  sind  daher 
irgend  r  -f  1  Reihen  stets  linear  abhängig.  Nun  folgt  aus 
Satz  1,  §  13,  daß  alle  (r  -f-  1)- reihigen  Determinanten  unserer 
Matrix  verschwinden,  und  damit  ist  unser  Satz  bewiesen. 

Ein  anderes  Verfahren,  die  Bestimmung  des  Ranges  einer 
Matrix   zu   erleichtern,    besteht   darin,    die   Gestalt   der  Matrix 
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gewissen    Umformungen    zu    unterwerfen,    die    auf   den   Rang 
natürlich  ohne  Einfluß  bleiben  müssen. 

Erklärung  1.  Unter  einer  elementaren  Umformung  einer 
Matrix  verstehen  tvir  eine  der  folgenden  Operationen: 

a)  Die  Vertauschung  zweier  Reihen  oder  zweier  Kolonnen. 

b)  Multiplikation  jedes  Elementes  einer  Reihe  (Kolonne) 
mit  ein  und  demselhen  nicht  verschwindenden  Faktor. 

c)  Addition  einer  mit  einem  beliebigen  FaMor  multiplizier- 
ten Reihe  (Kolonne)  zu  einer  anderen  Reihe  (Kolonne). 

Können  wir  durch  eine  dieser  Operationen  eine  Matrix  a 
in  die  Matrix  h  überführen,  so  können  wir  offenbar  von  b  zu 
a  wieder  durch  eine  elementare  Umformung  zurück  gelangen. 

Erklärung  2.  Zwei  Matrices  heißen  äquivalent,  tvenn 
man  jede  in  die  andere  durch  eine  endliche  Zahl  von  elementaren 
Umformungen  überführen  kann. 

Satz  2.    Äquivalente  Matrices  haben  denselben  Rang. 

Die  Umformungen  a)  und  b)  (Erklärung  1)  ändern  den 
Rang  einer  Matrix  offenbar  nicht,  da  das  Verschwinden  oder 
Nichtverschwinden  der  Determinanten  der  Matrix  durch  sie 
überhaupt  nicht  berührt  wird.  Es  ist  also  nur  noch  zu  zeigen, 
daß  auch  die  Operation  c)  den  Rang  der  Matrix  ungeändert  läßt. 

Die  Umformung  c)  bestehe  darin,  daß  zur  p^^"^  Reihe  der 
Matrix  a  die  mit  k  multiplizierte  q^^  Reihe  addiert  wird.  Da- 
durch erhalte  man  die  Matrix  b.  Ist  der  Rang  der  Matrix  a 
gleich  r,  so  wollen  wir  zunächst  zeigen,  daß  er  durch  die 
elementare  Umformung  c)  nicht  größer  werden  kann,  d.  i.  daß 
alle  (r-j- 1)- reihigen  Determinanten  der  Matrix  b  verschwinden. 

Die  (r  +  1) -reihigen  Determinanten  der  Matrix  a  sind 
sämtlich  Null.  Von  ihnen  erleidet  eine  Anzahl  durch  die  Um- 
formung überhaupt  keine  Veränderung,  nämlich  die,  in  denen 
die  p^^  Reihe  überhaupt  nicht  vorkommt,  ferner  die,  welche 
sowohl  die  p^^  als  auch  die  q^^  Reihe  enthalten.  Die  übrigen, 
die  also  zwar  die  p*^,  nicht  aber  die  q^^  Reihe  enthalten,  nehmen 
nach  der  Umformung  die  Gestalt  A  +  kB  an,  wo  A  und  R 
beide  (r-j-  1)  -  reihige  Determinanten  von  a  sind,  und  ver- 
schwinden daher.  Vergrößert  werden  kann  der  Rang  einer 
Matrix  durch  eine  Umformung  c)  also  nicht. 

Der  Rang  von  b  kann  aber  auch  nicht  kleiner  sein  als 
der  von  a,  denn  es  läßt  sich  ja  eine  elementare  Umformung  c) 
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angeben,  die  b  in  a  überführt;  diese  müßte  dann  den  Rang 
von  b  größer  machen,  was  aber,  wie  wir  soeben  gesehen  haben, 
nicht  möglich  ist. 

Dieser  Satz  läßt  sich  bei  der  Bestimmung  des  Ranges  einer 
Matrix  häufig  mit  Vorteil  verwenden,  denn  es  ist  in  vielen 
Fällen  leicht,  die  Gestalt  der  Matrix  durch  elementare  Um- 
formungen nicht  unwesentlich  zu  vereinfachen. 


Übungen 

Bestimme  den  Rang  der  folgenden  Matrices: 
14       12       6       8       2 

6  104     21       9     17 

7  6       3       4       1 
35       30     15     20       o 


1. 


75 

0 

116 

—  39 

0 

171 

—  69 

402 

123 

45 

301 

0 

87 

—  417 

—  169 

114 

—  46 

268 

82 

30 

2. 


3.  Jede  Matrix  vom  Range  r  kann  durch  elementare  Umformungen 
auf  eine  Gestalt  gebracht  werden,  bei  der  das  Element  in  der  «*^°  Reihe 
und  i^^""  Kolonne  (i^r)  den  Wert  Eins  hat  und  alle  übrigen  Elemente 
verschwinden. 

4.  Zwei  Matrices  von  m  Reihen  und  n  Kolonnen  sind  stets  äqui- 
valent, wenn  sie  denselben  Rang  haben. 

5.  Damit  die  Matrix 


den  Rang  0    oder  1    besitzt,   ist   es   notwendig   und  hinreichend,    daß 
m-\-n  Konstante  «i ,  •  • .  a^,  |3j ,  . .  .  |S^  existieren,  für  die  a^j  =^  a^ßj  ist. 

20.    Die  symmetrische  Matrix. 

Erklärung.     Die  quadratische  Matrix 


a 


"'ll        "'12 


'In 


"21 


22     • 


öt^i     a„9  .  . .  a„„ 

»1  nz  nn 


(und  ebenso  ihre  Determinante)  heißt  symmetrischy  wenn  die 
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Elemente y  die  zu  ihrer  Hauptdiagonale  symmetrisch  liegen,  gleich 


d.  i.  wenn  aij  =  aj^  ist. 

Wir  wollen  zeigen,  daß  der  Rang  einer  symmetrischen 
Matrix  allein  durch  Betrachtung  der  Hauptminoren  ermittelt 
werden  kann.     Dazu  dienen  die  folgenden  drei  Sätze: 

Satz  1.  Ist  in  der  symmetrischen  Matrix  a  eine  r -reihige 
Hauptminor  M^  von  Null  verschieden,  während  alle  (r+1)- 
reihigen  und  (r  +  2) -reihigen  Hauptminoren  verschivinden ,  die 
man  aus  M^  durch  Ansetzen  einer  Reihe  und  der  gleichnamigen 
Kolonne  (bzw.  von  zwei  Reihen  und  den  gleichnamigen  Kolonnen) 
gewinnt,  so  ist  der  Rang  von  a  gleich  r. 

Die  nicht  verschwindende  Hauptminor  M^  stehe  links 
oben  in  a.  Die  Determinante,  die  aus  ihr  durch  Hinzufüsninor 
der  a*^""  Reihe  und  ^^^  Kolonne  gewonnen  wird,  soll  mit  B^. 
bezeichnet  werden.  Läßt  sich  zeigen,  daß  für  (^  ^  ^  stets 
B^^  =  0  ist,  so  folgt  unser  Satz  auf  Grund  von  Satz  1,  §  19. 

Bezeichnen  wir  mit  C  die  Determinante,  die  aus  M^  her- 
vorgeht, wenn  man  die  a^^  und  /3*^  Reihe  und  ebenso  die  a*® 
und  /3*®  Kolonne  von  a  ansetzt  (a  =4=  /3),  so  ist  nach  Voraus- 
setzung M^  4=  0,  B^^  =  0,  B^^  =  0,  0=0.  Bedeutet  ferner 
M2  die  zweireihige  Hauptminor  der  Adjungierten  von  C,  die 
dem  Komplemente  von  M^.  in  C  entspricht,  so  ist  nach  Zusatz 
3,  §  11: 

Nun  ist  aber 

Daher  ist 


Satz  2.  Sind  in  der  symmetrischen  Matrix  a  alle  ((>  -f  1)- 
reihigen  und  (q  -\-  2) -reihigen  Hauptminoren  gleich  Null,  so  ist 
der  Rang  von  a  gleich  q  oder  Meiner  als  q. 

Für  Q  =  0  verschwinden  alle  zweireihigen  Hauptminoren, 

und  auch  alle  Elemente  der  Hauptdiagonale.  Daraus  folgt 
^ii  ==  ^jj  ==  ^?  ^ij  =  ^-  Somit  sind  sämtliche  Elemente  Null, 
und  die  Matrix  besitzt  den  Rang  Null;  in  diesem  besonderen 
Falle  ist  der  Satz  also  richtig.  ^ 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  er  gelte  für  ()  =  A',  d.  i.  wir 
setzen   voraus,    daß    der    Rang    von  a   kleiner   als    h  -\-  1    ist, 
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sobald  alle  (A;  + l)-reiliigeii  und  (Ä;  + 2) -reihigen  Hauptminoren 
verschwinden.  Dann  muß  er  kleiner  als  Je  -\-  2  sein,  sobald 
alle  (Ä:  +  2) -reibigen  und  (ä:  +  3) -reibigen  Hauptminoren  ver- 
schwinden. Denn  verschwindet  für  diesen  Fall  eine  (Je  -{-  1)- 
reihige  Hauptminor  nicht,  so  ist  der  Rang  nach  dem  letzten 
Satze  genau  gleich  Ä;  +  1 ;  verschwinden  aber  die  (h  -f  l)-reihigen 
Hauptminoren  sämtlich,  so  ist  der  Rang  nach  Voraussetzung 
kleiner  als  Je  -\-  1.  Ist  somit  der  Satz  für  q  =  Je  richtig,  so  ist 
er  auch  für  q  =  Je -\-  1  richtig;  daher  gilt  er  für  alle  Werte 
von  (),  da  wir  ihn  für  ^  =  0  bewiesen  haben. 

Satz  3.  Ist  der  Rang  r  der  symmetriscJien  Matrix  a  nicJit 
gleich  NuUj  so  gibt  es  wenigstens  eine  r- reihige  Hauptminor,  die 
von  Null  verscJiieden  ist. 

Denn  alle  (r-j-  1) -reihigen  Hauptminoren  sind  gleich  Null. 
Wären  nun  auch  alle  r- reihigen  Hauptminoren  gleich  Null, 
so  müßte  nach  dem  letzten  Satze  der  Rang  von  a  gleich  r  —  1 
oder  noch  kleiner  sein. 

Zum  Schluß  woUen  wir  noch  einen  Satz  speziellerer  Natur 
aufstellen,  der  sich  für  später  (Übungen  4 — 6,  §  50)  nützlich 
erweisen  wird. 

Satz  4.  Ist  der  Bang  r  der  symmetriscJien  Matrix  a  nicJit 
gleicJi  Null,  so  lassen  sicJi  die  Reihen  und  Kolonnen  immer  so 
umstellen,  daß  Jeeine  zwei  aufeinander  folgende  Hauptminoren 

Jfo,  ^1,  M„...  M, 

verscJiwinden.  Dabei  bedeutet  Mq  die  Zahl  1;  die  übrigen  M 
sind  diejenigen  Hauptminoren  von  a,  deren  Ordnung  durch  den 
Jiinzugefügten  Index  angegeben  ist,  und  die  nach  der  Umstellung 
von  a  linJes  oben  stehen.     Ferner  ist  M^.  4=  0. 

Vertauscht  man  die  ^*®  und  Je^^  Reihe,  so  hat  man  natür- 
lich auch  gleichzeitig  die  i*®  und  A;*®  Kolonne  zu  vertauschen, 
damit  a  symmetrisch  bleibt. 

Nach  Erklärung  ist  M^  =H  0.  Lassen  wir  einen  Augen- 
blick den  besonderen  Fall,  wo  alle  Elemente  der  Hauptdiagonale 
Null  sind,  beiseite  und  nehmen  a^^.  =|=  0  an.  Bringen  wir  jetzt 
die  i*®  Reihe  und  Kolonne  an  die  erste  Stelle,  so  ist  M^^O.  Jetzt 
wollen  wir  die  erste  Reihe  und  Kolonne  ungestört  lassen  und  nur 
noch  die  übrigen  vertauschen.  Dazu  betrachten  Avir  die  zwei- 
reihigen Hauptminoren,  die  man  erhält,  wenn  man  zu  M^  eine 
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Reihe  und  die  entsprecliende  Kolonne  hinzufügt.  Den  Fall,  wo 
diese  zweireihigen  Hauptminoren  sämtlich  verschwinden,  lassen 
wir  noch  beiseite  und  nehmen  an,  die  von  M^  und  der  i^*®"^ 
Reihe  und  Kolonne  gebildete  sei  von  Null  verschieden.  Dann 
schieben  wir  die  i^^^  Reihe  und  Kolonne  an  die  zweite  Stelle 
und  gewinnen  so  M2  =H  0.  Dann  sind  die  dreireihigen  Haupt- 
minoren von  a  zu  betrachten,  für  die  M^  erste  Minor  ist  usw. 
So  können  wir  schließlich  dazu  gelangen,  daß  bis  zu  einer  ge- 
wissen Stelle  keine  der  Größen  Mq,  M^,  .  .  .  M^  verschwindet. 
Sind  etwa  die  ersten  k  Reihen  und  Kolonnen  so  beschaffen, 
daß  zwar  die  Größen  Mq,  M^,  .  .  .  Mj^  sämtlich  von  Null  ver- 
schieden sind,  daß  aber  alle  (Z;  +  1) -reihigeu  Hauptminoren 
von  a,  in  denen  üf^  als  erste  Minor  auftritt,  verschwinden,  so 
ist  stets,  wie  wir  auch  die  übrigen  n  —  Je  Reihen  und  Kolonnen 
ordnen,  itfjt+i  ^  ^'  ^^^  untersuchen  dann  die  (k  +  2)-reihigen 
Hauptminoren,  in  denen  31  j.  als  zweite  Minor  auftritt.^)  Sie 
können  nach  Satz  1  nicht  alle  verschwinden,  da  sonst  der 
Rang  von  a  gleich  Ä:,  also  kleiner  als  r  sein  würde.  Das 
heißt,  wir  können  die  noch  freien  Reihen  und  Kolonnen  so 
ordnen,  daß  Mf^_^2  +  ^  wird. 

Demnach  können  die  Reihen  und  Kolonnen  von  a  so  ge- 
ordnet werden,  daß  keine  zwei  aufeinander  folgende  M  ver- 
schwinden. Ist  Jf^_i  =  0,  so  muß  also  M^=^0  sein.  Aber 
auch,  wenn  -M^_i  H=  0  ist,  können  die  Reihen  und  Kolonnen 
so  geordnet  werden,  daß  Jlf^=j=0  ist,  denn  nach  Voraussetzung^) 
verschwinden  alle  Determinanten,  die  man  erhält,  wenn  man 
zu  M^_j^  ztvei  Reihen  und  die  entsprechenden  Kolonnen  hinzu- 
fügt. Würden  aber  auch  durch  Hinzufügen  einer  Reihe  und 
der  entsprechenden  Kolonne  lauter  verschwindende  Determi- 
nanten gebildet,  so  wäre  der  Rang  von  a  nach  Satz  1  gleich 
r-l. 

Eine  symmetrische  Matrix  heißt  regelmäßig  angeordnet, 
wenn  sie  den  Forderungen  von  Satz  4  entspricht,  wenn  also 
keine  zwei  aufeinander  folgenden  M  verschwinden  und  J[f^4=0  ist. 


1)  Hier  ist  stillschweigend  vorausgesetzt,  daß  für  k  =  r  —  1  die 
Zahl  r  kleiner  als  n  ist,  da  sonst  das  Symbol  -M^.  +  2  bedeutungslos 
wäre.  Der  Fall  r  =  n  kann  hier  offenbar  gar  nicht  eintreten,  da  dann 
M^  ^  ^  =  a  =4=  0  wäre. 

2)  Hier  setzen  wir  wieder  r  <in  voraus;  für  r  =  n  wäre  M^=  a=|=0. 
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Übungen 

1.     Ermittle  den  Rang  der  folgenden  Matrices 
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2.  Eine  Determinante  oder  Matrix  heißt  schief,  wenn  a^-,==  —  a.j-, 
also  a^j  =  0  ist.  Für  jsolche  Matrices  sollen  Sätze  aufgestellt  werden, 
die  den  Sätzen  1,  2,  3  analog  sind. 

3.  Der  Wert  einer  schiefen  Determinante  ungerader  Ordnung  ist 
stets  gleich  Null.    (Beweis  durch  Yertauschung  von  Reihen  und  Kolonnen.) 

4.  Der  Rang  einer  schiefen  Matrix  ist  stets  eine  gerade  Zahl. 
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Kapitel  VI 

Lineare  Transformationen.     Kombination  der 
Matrices 

21.  Die  Matrix  als  komplexe  Größe.  In  §  7  be- 
merkten wir^  eine  Matrix  von  m  Reihen  und  n  Kolonnen  be- 
deute nicht  eine  Größe,  sondern  ein  System  von  mn  Größen. 
Richtig  ist  das  aber  nur,  wenn  man  den  Begriff  Größe  auf  die 
reellen  und  komplexen  Größen  der  elementaren  Algebra  be- 
schränkt. 

Nun  hat  der  Begriff  der  Größe  bereits  in  der  Arithmetik 
und  Algebra  eine  allmähliche  Entwicklung  durchgemacht,  in- 
dem er  zunächst  nur  die  positiven  ganzen  Zahlen  bezeichnete 
und  dann  nach  und  nach  in  der  Weise  verallgemeinert  wurde, 
daß  Begriffsbildungen  Größen  genannt  wurden,  die  es  nach  der 
ursprünglichen  Erklärung  nicht  waren,  z.  B.  die  negativen 
Zahlen.  Hier  wollen  wir  eine  solche  Verallgemeinerung  vor- 
nehmen, durch  die  die  Lehre  von  den  Matrices  unter  einem 
umfassenderen  Gesichtspunkt  erscheint,  und  die  dllgemeinen  kom- 
plexen Größen  einführen. 

Aggregate  von  Objekten  verschiedener  Art,  die  gezählt 
oder  gemessen  werden  können,  liefern  uns  konkrete  Beispiele 
solcher  komplexen  Größen,  z.  B.  5  Pferde,  3  Kühe  und  7  Schafe. 

Man  pflegt  so  eine  komplexe  Größe  durch  das  Symbol 
(5,  3,  7)  darzustellen,  wobei  hier  also  die  erste  Zahl  stets  Pferde, 
die  zweite  Kühe  und  die  dritte  Schafe  bedeuten  soll.  In  der 
Theorie  der  komplexen  Größen  stellt  man  sich  indessen  auf 
einen  abstrakteren  Standpunkt  und  kümmert  sich  nicht  um  die 
reale  Bedeutung  (Pferde,  Kühe  usw.),  sondern  betrachtet  ledig- 
lich Systeme  von  Zahlen  (Zahlenpaare,  Tripel  usw.),  wobei  jeder 
dieser  Zahlen  eine  ganz  bestimmte  Stellung  in  unserm  Symbol 
zugewiesen  wird.  Zweckmäßig  bezeichnet  man  dann  eine 
solche  komplexe  Größe  häufig  durch  einen  einzigen  Buchstaben: 

a  =  (a,  &,  c), 
geradeso  wie   in  der  elementaren  Algebra  ein  Bruch,   etwa  4|, 
der  doch  eine  Kombination  von  zwei  Zahlen  ist,    durch   einen 

B 6 eher,  höhere  Algebra  5 
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einzigen  Buchstaben  dargestellt  werden  kann.  Die  gewöhnlichen 
Größen  a,  h,  c,  aus  denen  sich  a  zusammensetzt,  können  seine 
erste,  zweite,  dritte  Komponente  genannt  werden. 

Ztvei  komplexe  Größen  heißen  dann  und  nur  dann  gleich, 
wenn  die  Komponenten  der  einen  den  entsprechenden  Komponenten 
der  andern  gleich  sind.  Ebenso  redet  man  dann  und  nur  dann 
vom  Verschwinden  einer  komplexen  Größe  ^  wenn  ihre  Kompo- 
nenten sämtlich  Nullen  sind. 

Die  Auffassung  solcher  Größensysteme  als  komplexe  Größen 
gewinnt  Interesse  erst  dadurch,  daß  es  sich  als  nützlich  er- 
weist, mit  ihnen  gewisse  algebraische  Operationen  vorzunehmen. 
Unter  der  Summe  bzw.  Differenz  der  beiden  komplexen  Größen 

verstehen  wir  die  beiden  komplexen  Größen 

«1  +  0^2  =   («1   +  0^2?  ^1  +  hf  ^1  +  ^2) 

bzw. 

CCl-CC2  =  (»1  -  »2  j  &1   -  &2,  Ci   -  C2).  ^) 

Nicht  so  einfach  liegt  die  Sache,  wenn  es  sich  darum 
handelt,  das  Produkt  zweier  komplexen  Größen  zu  erklären.  Es 
sind  dann  gewisse  Regeln  festzusetzen,  nach  denen  aus  zwei 
gegebenen  komplexen  Größen  eine  dritte,  eben  ihr  Produkt,  ab- 
geleitet werden  soll.  Solcher  Regeln  lassen  sich  nun  unzählig 
viele  geben;  jede  bestimmt  ein  anderes  System  komplexer 
Größen.  2) 

Das  Gesagte  genügt  bereits,  um  zu  erkennen,  daß  eine 
Matrix  von  m  Reihen  und  n  Kolonnen,  also  ein  System  von 
m  '  n  reeUen  oder  gewöhnlichen  komplexen  Zahlen,  die  in  be- 
stimmter Weise  geordnet  sind,  als  komplexe  Größe  von  m  •  n 
Komponenten  aufgefaßt   werden   darf.     Als   spezielle  FäUe  der 


1)  Daß  diese  Festsetzungen  über  Summe  und  Differenz  komplexer 
Größen  sachgemäß  und  natürlich  sind,  zeigt  das  oben  erwähnte  konkrete 
Beispiel. 

2)  Wollen  wir  insbesondere  das  System  gewöhnlicher  komplexer 
Größen  erhalten,  so  nehmen  wir  zwei  Zahlenpaare 

«1  =  (aj ,  \) ,  «2  =  (a^ ,  fcj) 

und  erklären  ihr  Produkt  durch  die  Formel: 

a^  «2  =  (eil  a^  —  ^1  ^2 1  ^1  ^2  ~\~  ^t  ^1)  • 
Weitere  Einzelheiten  findet  man  in  Burckhardts  Funktionentheorie,  §§  2,  3. 
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vorhin  skizzierten  Festsetzungen  über  komplexe  Größen  erweisen 
sich  dann  die  folgenden  Erklärungen: 

Erklärung  1.  Eine  Matrix  wird  dann  und  nur  dann  Null 
genannt,  wenn  alle  ihre  Elemente  verschwinden. 

Erklärung  2.  Zwei  Matrices  heißen  dann  und  nur  dann 
gleich,  wenn  sie  gleich  viele  Beihen  und  gleich  viele  Kolonnen  be- 
sitzen und  jedes  Element  der  einen  gleich  dem  entsprechenden  Ele- 
ment der  anderen  ist. 

Erklärung  3.  Unter  der  Summe  (Differenz)  zweier  Matrices, 
von  denen  jede  m  Beihen  und  n  Kolonnen  enthält,  versteht  man 
eine  neue  Matrix  von  m  Beihen  und  n  Kolonnen,  hei  der  jedes 
Element  die  Summe  (Differenz)  der  entsprechenden  Elemente  in 
den  beiden  gegebenen  Matrices  ist. 

Um  die  gewöhnlichen  Zahlen  der  Algebra,  d.  i.  die  reellen 
und  die  gewöhnlichen  komplexen  Größen,  von  den  Matrices 
sprachlich  zu  unterscheiden,  gibt  man  ihnen  die  Benennung 
sJcalare  Größen. 

Jetzt  erklären  wir  das  Produkt  einer  Matrix  mit  einer 
skalaren  Größe. 

Erklärung  4.  Unter  dem  Produkt  k  •  a  oder  a  •  h  einer 
Matrix  a  mit  einer  skalaren  Größe  k  verstehen  wir  die  Matrix, 
bei  der  jedes  Element  das  k- fache  des  entsprechenden  Elementes 
in  a  ist.^) 

Aus  diesen  Erklärungen  folgt  nun  sofort: 

Satz.  Alle  Gesetze  de}'  gewöhnlichen  Algebra  gelten  auch 
für  die  Addition  und  Subtraktion  der  Matrices,  sowie  für  die 
Multiplikation  einer  Matrix  mit  einer  skalaren  Größe. 

Bezeichnen  wir  mit  k  und  l  skalare  Größen  und  durch 
a,  b,  e  Matrices,  so  gelten  die  Gleichungen: 

a  -\-  b  =  b  +  a, 

a-\-{b-\-c)  =  {a  +  b)  +  c, 
ka  -{-kb  =  k[a  +  b), 
'  ka-\-la  =  {k  +  l)a.^) 

1)  Das  Verfahren,  die  Matrices  durch  Buchstaben  stärkeren  Druckes 
zu  bezeichnen,  wird  das  ganze  Buch  hindurch  beibehalten. 

2)  Hinzugefügt  werden  mag,  daß  man  auch  die  folgende  Schreib- 
weise überträgt: 

(—  \)a  =  —  a . 

5* 
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Übung 

Der  Rang  R  der  Summe  zweier  Matrices  vom  Range  7-^  bzw.  r, 
unterliegt  der  Bedingung: 

22.  Multiplikation  der  Matrices.  Bis  jetzt  betrach- 
teten wir  die  Matrices  mit  m  Reihen  und  n  Kolonnen.  Es  be- 
deutet aber  keinen  Verlust  an  Allgemeinheit,  wenn  wir  von  nun 
ab  immer  m  =  n  voraussetzen  und  vereinbaren,  daß  eine  Matrix 
von  m  Reihen  und  n  Kolonnen  {m  4=  n)  als  äquivalent  der 
quadratischen  Matrix  angesehen  werden  soll,  die  man  erhält, 
wenn  man  die  fehlenden  Reihen  bzw.  Kolonnen  der  ursprüng- 
lichen Matrix  mit  Nullen  anfüllt,  so  daß  die  Ordnung  der  qua- 
dratischen Matrix  durch  die  größere  der  beiden  Zahlen  m  und 
n  angegeben  wird. 

Nun  brauchen  wir  uns  nur  noch  darüber  schlüssig  zu 
werden,  wie  das  Produkt  zweier  Matrices  derselben  Ordnung 
erklärt  werden  soll.  An  und  für  sich  haben  wir  dabei  völlig 
freie  Hand.  Von  verschiedenen  Erklärungen,  die  getroffen  wer- 
den können,  hat  keine  a  priori  irgend  welche  Vorzüge;  nur  nach- 
träglich kann  sich  die  eine  oder  andere  als  nützlicher  erweisen. 

Der  Multiplikationssatz  für  Determinanten  legt  folgende 
Erklärung  nahe^): 

Erklärung  1.  Unter  dem  FroduM  a  •  b  zweier  quadra- 
tischer Matrices  n*^''  Ordnung  verstehen  wir  eine  neue  quadra- 
tische Matrix  n^^  Ordnung,  hei  der  das  Element  in  der  i^"  Reihe 
und  j^"  Kolonne  sich  ergibt,  wenn  man  jedes  Element  der  i*^" 
Reihe  von  a  mit  dem  entsprechenden  Element  der  j^"'"-  Kolonne 
von  b  multipliziert   und  die  gewonnenen  Einzelproduhte  addiert. 

Das  Element  in  der  i^^"^  Reihe  und  j*®""  Kolonne  sei  o^j  in 
a,  bij  in  b.  Kürzer  noch  kann  man  sagen,  das  Element  (i,  j) 
der  Matrix  a  sei  a^j,  das  Element  {i,j)  von  b  sei  b^j.  Nach 
unserer  Erklärung  ist  dann  das  Element  (i,  j)  des  Produktes 
a  '  b  gleich 

das  Element  {i,j)  der  Matrix  b  •  a  ist  aber 

1)  Cayley  ist  auf  diese  Erklärung  ursprünglich  von  der  Zusammen- 
setzung linearer  Transformationen  aus  (§  23)  geführt  worden. 
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Die  beiden  Ausdrücke  (1)  und  (2)  sind  im  allgemeinen 
nicht  gleich  groß.     Daher  gilt: 

Satz  1.  Die  Multiplikation  der  Matrices  ist  nicht  hom- 
mutativ,  d.  i.  im  allgemeinen  ist 

ab=^  ha. 

Jetzt  betrachten  wir  eine  dritte  Matrix  6%  bei  der  das  Ele- 
ment (i,  j)  den  Wert  c.^.  hat.  Für  das  Element  {i^j)  des  Pro- 
duktes {a  •  b)  c  gewinnen  wir  dann  den  Ausdruck: 

+  K-1^12   +  «^2^22   H +  (^inK^y^j 


m 


Das  Element  {i,j)  der  Matrix  a{b  -  c)  ist  aber  gleich: 

(^il(Pll<^li  +  ^2^2>  +  •  •  •  +  \n<^n^ 
U^                              +  «»2(^21^1,-  +  ^22^2,-  +  •   •  •  +  &2n^«>) 
-f 

Die  beiden  Ausdrücke  (3)  und  (4)  sind  nun  gleich  groß; 
daher  gilt  der  Satz: 

Satz  2.     Die  Midtiplihation  der  Matrices  ist  assoziativ, 

d.  i.  es  ist 

(ab)c  =  a(be). 

Da  endlich  das  Element  (i,j)  der  Matrix  a(b  -\-  c)  gleich 
der  Summe  der  Elemente  (i,  j)  in  den  Matrices  ab  und  ae  ist, 
so  erhalten  wir  das  weitere  Gesetz: 

Satz  3.  Die  Multiplikation  der  Matrices  ist  distributiv, 
mit  andern  Worten,  es  ist 

a{b  ■}-  c)  =  ab  +  ac . 

Neben  dem  Kommutations-,  Assoziations-  und  Distributions- 
gesetz gibt  es  noch  eine  Tatsache,  auf  die  man  sich  in  der 
elementaren  Algebra  fortwährend  stützt,  nämlich  die,  daß  ein 
Produkt  nur  dann  gleich  Null  sein  kann,  wenn  mindestens  ein 
Faktor  verschwindet.  Dieser  Satz  gilt  nun  in  der  Algebra  der 
Matrices  nicht  mehr,  wie  man  an  einfachen  Beispielen  bestätigt. 
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So  ist 

Ö^il 

%2       0 

j         r 

0 

0;i 

\  0 

0 

0 

(5) 

»21 

a,^     0 

•  jO 

0 

0  1  = 

0 

0 

0 

=  0, 

«31 

«32        0 

1  U31 

K 

Ki 

:  0 

0 

0 

i 

wie  auch  die  Werte  der  a  und  6  angenommen  werden. 

Satz  4.  Das  Produkt  zweier  Matrices  kann  verschwinden^ 
ohne  daß  einer  der  Faktoren  verschwindet. 

Es  ist  also  nicht  zulässige  aus  einer  Identität  zwischen 
Matrices  einen  Faktor  abzuspalten,  auch  wenn  man  weiß,  daß 
er  von  Null  verschieden  ist. 

Aus  der  Erklärung  des  Produktes  zweier  Matrices  folgt 
sofort: 

Satz  5.  Die  Determinante  des  Produktes  zweier  Matrices 
ist  gleich  dem  Produkt  der  Determinanten   der  beiden  Matrices. 

Auf  den  in  Erklärung  2,  §  7  eingeführten  Begriff  der 
Konjugierten  einer  Matrix  bezieht  sich  folgender  wichtige  Satz: 

Satz  6.  Die  Konjugierte  eines  Produktes  von  Matrices  ist 
gleich  dem  Produkt  der  Konjugierten  dieser  Matrices,  die  ober 
in  entgegengesetzter  Reihenfolge  zu  nehmen  sind. 

Daß  dieser  Satz  für  ein  Produkt  zweier  Matrices  richtig 
ist,  folgt  sofort  aus  der  Erklärung  des  Produktes.  Es  ist  also 
nur  noch  zu  beweisen,  daß  er,  sobald  er  für  ein  Produkt  von 
w  —  1  Matrices  gilt,  auch  für  ein  Produkt  von  n  Matrices  rich- 
tig ist. 

Wir  schreiben  also: 

b  =  a^a.^  ■  ■  ■  ttn- 
Da  der  Satz  für  Produkte  von  n  —  \  Matrices  richtig  sein 
soll,  so  ist 

b'  =  a^--  •  a^a^y 

wo  durch  Akzente  die  konjugierten  Matrices  bezeichnet  werden. 
Daher  ist  weiter: 

(«1^2  .  .  .  aj'  =  ia^b)'  =  b'a^  =«„'•••  «2'«/ 1 

und  unser  Satz  ist  allgemein  bewiesen. 

Wir  schließen  mit  folgender  Erklärung: 

Erklärung  2.  Eine  Matrix  heißt  singulär,  wenn  ihre 
Determinante  verschwindet. 
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Nach  den  am  Anfange  dieses  Abschnitts  getroffenen  Verab- 
redungen sind  alle  Matrices  singulär,  die  nicht  quadratisch  sind. 

Übungen 

1.  Erklärung:  Eine  Matrix  a  heißt  ein  Teiler  der  Null,  wenn  man 
eine  von  Null  verschiedene  Matrix  h  finden  kann,  so  daß  entweder  a  -b  ==  0 
oder  b  •  a  =  0  ist. 

Jede  Matrix,  in  der  eine  Reihe  oder  Kolonne  ganz  aus  Nullen  be- 
steht, ist  ein  Teiler  der  Null. 

2.  Wenn  man  von  a  nach  b  durch  eine  elementare  Umformung 
übergehen  kann  (Erklärung  1,  §  19),  so  gibt  es  entweder  eine  nicht-sin- 

guläre  Matrix  c,  so  daß 

ac  =  b, 

oder  eine  nicht-singuläre  Matrix  d^  so  daß 

da  =  b . 

3.  Sind  alle  Elemente  einer  Matrix,  deren  Produkt  mit  ihrer  Kon- 
jugierten Null  ist,  reell,  so  ist  die  Matrix  selbst  gleich  Null. 

4.  Sind  entsprechende  Elemente  zweier  Matrices  a  und  b  konjugiert- 
komplex,  und  bedeutet  &'  wieder  die  Konjugierte  der  Matrix  b ,  so  folgt 
aus  der  Gleichung 

a&'=0, 
daß  a  =  &  =  0  ist, 

23.  Lineare  Transformation.  Bevor  wir  in  der  Theorie 
der  Matrices  weiter  gehen^  wollen  wir  in  den  nächsten  beiden 
Abschnitten  eins  der  wichtigsten  Anwendungsgebiete  betrachten, 
nämlich  die  Lehre  von  den  linearen  Transformationen. 

In  der  Algebra  und  Analysis  hat  man  häufig  an  Stelle  der 
Unbekannten  oder  Veränderlichen  neue  Unbekannte  bzw.  Ver- 
änderliche einzuführen,  die  als  Funktionen  der  ursprünglichen 
Größen  erklärt  werden.  Ein  solcher  Wechsel  der  Veränderlichen 
heißt  eine  Transformation.  Die  einfachste  und  auch  für  viele 
Zwecke  wichtigste  Transformation  besteht  darin,  daß  die  frag- 
lichen Funktionen  homogene  lineare  Polynome  sind.  Sie  heißt 
dann  eine  homogene  lineare  oder  kürzer  eine  lineare  Transfor- 
mation. Bezeichnet  man  die  ursprünglichen  Veränderlichen  mit 
^\y  •  '  '  ^n  ^^^  ^^®  neuen  mit  x^\  .  .  .  x^^  so  wird  die  lineare 
Transformation  durch  folgendes  Gleichungssystem  erklärt: 
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Die  quadratische  Matrix 

a,,  .  .  .  a, 
a 


"11  •  •  •  '^In 


heißt  die  Matrix  der  Transformation;  ihre  Determinante/  die 
wir  mit  a  bezeichnen,  nennt  man  auch  die  Transformations- 
determinante. Insofern  die  Transformation  durch  ihre  Matrix 
völlig  bestimmt  ist,  kann  man  kurz  von  der  Transformation 
a  reden. 

Bei  den  meisten  Problemen,  die  sich  in  der  Lehre  von  den 
Transformationen  darbieten,  ist  es  von  Wichtigkeit,  von  den 
neuen  Veränderlichen  wieder  zu  den  ursprünglichen  übergehen 
zu  können.  Es  muß  also  möglich  sein,  nicht  nur  die  x^'y ...  x^' 
als  Funktionen  der  x^,  .  .  .  x„  auszudrücken,  sondern  auch  die 
x^,  .  .  .  x^  als  Funktionen  von  x-^',  .  .  .  x^\  Im  allgemeinen  ist 
das  bei  linearen  Transformationen  auch  der  Fall.  Denn  die 
Transformationsgleichungen  können  als  nichthomogene  lineare 
Gleichungen  in  den  Unbekannten  x^,  .  .  .  x^  angesehen  werden. 
Ist  also  die  Transformationsdeterminante  a  von  Null  verschie- 
den, so  lassen   sich  diese   Gleichungen  auflösen  und  ergeben: 


A, 


X^   —  -^     Xj^    +  • 

•+     a     -n 

^«  =     a     ^1  +  • 

AI 


wo  A^^j  .  .  .  A^^  die  algebraischen  Komplemente  der  Elemente 
%i>  •  •  •  ^ww  ^^  ^  bedeuten. 

Die  Transformation  A  heißt  invers  zur  Transformation  a; 
sie  ist  aber  nur  dann  vorhanden,  wenn  a  ^  0  ist.  Eine  lineare 
Transformation,  für  die  a  =  0  ist,  heißt  eine  singulare  Trans- 
formation.'^) Ist  die  Transformation  a  nicht  singulär,  so  ist 
auch  die  inverse  Transformation  A  nicht  singulär,  denn  die 
Determinante  von  A  hat  den  Wert  a~^.     (Zusatz  2,  §  11.) 

Erklärung.     Die  spezielle  lineare  Transformation 

nf        /y>  /y        /y^  ,    .     .     OC         ff 


1)  Einige  Autoren  sagen  ausgeartet. 


23.  Lineare  Transformationen 


73 


mit  der  Matrix 


1  = 


0     0     ...     1 

heißt  identische  Transformation. 

Die  Transformationsdeterminante  hat  hier  den  Wert  1. 

Jetzt  wollen  wir  Transformationen  zusammensetzen.  Das 
heißt:  nachdem  die  neuen  Veränderlichen  x'  als  Funktionen  der 
ursprünglichen  Veränderlichen  x  gegeben  sind,  soll  eine  weitere 
Schar  von  Veränderlichen  x'\  die  als  Funktionen  der  x'  er- 
klärt sind,  durch  die  ursprünglichen  Veränderlichen  x  dargestellt 
werden.  Sind  die  beiden  Transformationen,  die  zusammen- 
gesetzt werden  sollen,  linear,  so  ist  die  resultierende  Trans- 
formation ebenfalls  linear. 

Wir  werden  ihre  Gleichungen  der  Einfachheit  halber  für  drei 
Veränderliche  ausführlich  hinschreiben.  Aus  ihnen  ist  das  Bil- 
dungsgesetz für  den  allgemeinen  Fall  bereits  deutlich  zu  ersehen. 

Die  beiden  linearen  Transformationen  seien: 

(l  '  X2    =  <^21  ^1   ~r  ^22  ^2     I     ^28  "^d       ^  \'^2     ^^  ^21  '^1      I    ^22  ^2      1"  ^28  ^Z 
\X^    =  a^^X^   -f-  0^32^2     I     ^33 '^S'  "^'5     ^^^81'^1    "T  ^32'^2      '     ^33*^3  • 

Ersetzt  man  die  x'  in  b  durch  ihre  Werte  aus  a,  so  erhält  man: 

^l"=  Kl  ^11  +  »21^12  +  ^31^3)^1 
+  (%2^11  +  ^22^2  +  ^32^13)^2 
+  Ks^l   +  «23^2  +  %3^13)^3 

h'=  («11^21  +  a2i&22  +  0^31623)^1 
+  (0^12^21  +  ^2^22  +  ^2^23)^2 
+  («13^21  +  «23^22   +  (^3shi)^S 

h  =  Kl  ^31  +  0^21^32  +  «31^33)^1 
+  K2^31  +  ^22^32  +  ^32^3s)^2 
+  («13^31  +  0^23^82  +  «33^33)^8  • 

Die  Matrix  dieser  Transformation  ist  offenbar  gleich  b  ■  a. 
Somit  ist  der  Satz  gewonnen: 
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Satz.  Geht  man  von  den  Veränderlichen  x  zu  den  Ver- 
änderlichen X  durch  die  lineare  Transfor^nation  von  der  Ma- 
trix a  über;  führt  ferner  die  lineare  Transformation  von  der 
Matrix  b  die  x  in  die  Veränderlichen  x"  über,  so  hönnen  die 
x"  aus  den  x  unmittelbar  durch  die  lineare  Transformation  von 
der  Matrix  ba  gewonnen  werden.'^) 

24.  KoUiueatiou.  Jetzt  kommen  wir  zu  einer  wich- 
tigen geometrischen  Anwendung  der  linearen  Transformationen. 
Der  Einfachheit  halber  beginnen  wir  mit  dem  Falle  dreier  Ver- 
änderlicher, die  als  homogene  Punktkoordinaten  in  der  Ebene 
gedeutet  werden  sollen.     Die  Gleichungen 

{x=a^x-\-  b^y  -\-  c^t 
(1)  \y'  =a,x^  b^y  +  c^t 

\  t' =  a^x -^  b^y -^  c^t 
erklären  dann  eine  Transformation  der  Funkte  dieser  Ebene; 
das  heißt,  sind  (x:y:t)  die  Koordinaten  eines  beliebigen  Punktes, 
so  können  wir  vermöge  der  Gleichungen  (1)  die  Koordinaten 
ix' '.y  :t')  eines  zweiten  Punktes  finden,  in  den,  wie  man  sagt, 
der  erste  Punkt  transformiert  wird.  Die  einzige  Ausnahme  tritt 
ein,  wenn  die  für  x\  ij,  t'  berechneten  Werte  sämtlich  Null 
sind.  In  diesem  FaUe  gibt  es  keinen  Punkt,  in  den  der  ge- 
gebene Punkt  transformiert  wird.  Dieser  Ausnahmefall  kann 
offenbar  nur  eintreten,  wenn  die  Transformationsdeterminante 
gleich  Null  ist.  Hat  man  es  aber  mit  nicht- singulären  linearen 
Transformationen  zu  tun,  so  entspricht  nicht  nur  jedem  Punkte 
(x:y:t)  ein  ganz  bestimmter  Punkt  (x  :  y  :  l!\  sondern  jedem  Punkte 
{x  '.y  '.t")  kann  auch  gerade  ein  Punkt  (x'.y.t)  zugeordnet  werden, 
denn  die  Transformation  (1)  liefert  dann  die  in  verse  Transformation : 


(2) 


x  = 

^^x 

+ 

+ 

t<- 

y  = 

-j^X 

+ 

B,    , 

+ 

tf 

t  = 

+ 

i>y 

+ 

S'^ 

1)  Dies  Ergebnis  kann  man  leicht  im  Gedächtnis  behalten,  wenn 
man  die  folgende  häufig  nützliche  Symbolik  verwendet:  Die  Transforma- 
tion a  bezeichnet  man  durch  x  =a^^x)^  ebenso  die  Transformation  h 
durch  x"  =  h {x) .  Die  resultierende  Transformation  ist  dann  x"  =b{a (x)) 
oder  einfacher  x"  =  ha{x). 
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WO  JD  die  Determinante  des  Gleich ungssvstems  (1)  ist  und  die 
A^j  Bij  C.  die  algebraischen  Komplemente  der  Elemente  von  D 
bedeuten. 

Die  Punkte  (x:y:t)  der  geraden  Linie 

(3)  ax  +  ßy  ■j-yt^'O 

werden  durch  die  nicht-singuläre  lineare  Transformation  (1)  in 
die  Punkte  einer  neuen  Geraden^) 

W  D  "^  D  ^  "T"  B  ^  —^ 

übergeführt,  wie  man  bei  Benutzung  der  Gleichungen  (2)  be- 
weisen kann.    Umgekehrt  entspricht  jedem  Punkte  der  Geraden 

(4)  ein  Punkt  der  Geraden  (3),  wie  man  mit  Hilfe  der  Glei- 
chungen (1)  feststellt. 

Die  Transformation  bedingt  also  eine  ein -eindeutige  Zu- 
ordnung zwischen  den  Punkten  der  beiden  Geraden  (3)  und 
(4);  man  sagt,  sie  transformiert  die  Gerade  (3)  in  die  Gerade 
(4).  Wegen  dieser  Eigenart,  gerade  Linien  in  ebensolche  über- 
zuführen, wird  die  Transformation  eine  Kollineation  genannt. 
Sie  ist  ferner  eine  projektive  Transformation^  denn  sie  läßt  sich, 
wie  man  leicht  zeigen  kann,  dadurch  verwirklichen,  daß  man 
eine  Ebene  auf  eine  andere  von  einem  gewissen  Punkte  des 
Raumes  aus  projiziert. 

Das  Gesagte  läßt  sich  ohne  wesentliche  Änderungen  auf 
den  Fall  dreier  Dimensionen  anwenden. 

Die  Transformation 


(5) 


ip'  =  «1  rr  +  \y  -f  Cj ^  -f  d^t 
y'  =  a^x-[-  h^y  +  c^j  +  d^t 
z'  =  a^x-\-  h^y  +  c^z  -f  d^t 
f  =  a^x  -f  h^y  4-  c^z  -f-  dj 


vermittelt,  wenn  die  Transformationsdeterminante  nicht  ver- 
schwindet, eine  ein- eindeutige  Zuordnung  der  Punkte  des  Raumes: 
sie  heißt  auch  eine  Kollineation  oder  projektive  Transformation 
des  Raumes,  denn  sie  führt  (Ebenen  in  Ebenen  und  demnach 
auch)  gerade  Linien  in  gerade  Linien  über. 


1)  Der  Leser  zeige,  daß  die  Gleichung  (4)  wirklich  eine  Gerade  dar- 
stellt, d.  i.  daß  nicht  alle  Koeffizienten  gleichzeitig  verschwinden  können. 
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Die  Verallgemeinerung  auf  n  Dimensionen  bietet  jetzt  keine 
Schwierigkeit.     Wichtig  ist  der  Fall  n=l. 
Hier  gibt  die  Transformation 

t'  -=a^x  -\-  \t, 
wenn  ihre  Determinante  nicht  verschwindet,  eine  ein-eindeutige 
Zuordnung   der  Punkte   einer  Geraden   zueinander.     Wir  reden 
von   einer  projektiven   Transformation  der   Geraden;   das  Wort 
KoUineation  ist  hier  ja  gegenstandslos  geworden. 

Es  ist  möglich,  wenn  auch  in  vielen  Fällen  nicht  zweck- 
mäßig, die  projektiven  Transformationen  (6),  (1),  (5)  in  einer, 
zwei  und  drei  Dimensionen  in  inhomogenen  Koordinaten  dar- 
zustellen : 


y,  _  a,X -i-J),  Y-i-c,Z+d, 

yr  _  a,X  +  b,Y^c,Z-]-d, 
a^X-\-b^Y+c^Z+d^' 


^._a^X^lY+c, 
,  a^X-i-b^  Y+Cs         ^  ^ 

W     \  a,X-{-b,Y+c, 

i^         a,X-j-b,Y~-{-c,' 

Diese  Gleichungen  werden  mit  Vorteil  verwandt,  wenn 
sich  die  Nenner  auf  Konstante  reduzieren.  Dieser  Spezialfall 
(„affine"  Transformation)  kann  kurz  dadurch  charakterisiert 
werden:  Punkte,  die  im  Endlichen  gelegen  sind,  werden  immer 
wieder  in  ebensolche  übergeführt.^)  Diese  affinen  Transfor- 
mationen sind  von  besonderer  Bedeutung  für  die  Mechanik,  wo 
sie  als  homogene  oder  lineare  Deformationen  bekannt  sind. 
Vgl.  etwa  Websters  Dynamics,  S.  427 — 444.  (Leipzig  bei 
Teubner.) 

Da  wir  die  Einzelheiten  der  Diskussion  der  singulären 
Transformationen  dem  Leser  überlassen  wollen  (Übung  1),  wollen 
wir  nur  einen  einzigen  Satz  darüber  aussprechen: 

1)  Sind  außerdem  noch  die  konstanten  Glieder  in  den  Zählern  in 
(8)  und  (9)  gleich  Null,  so  führt  die  affine  Transformation  den  Nullpunkt 
der  Koordinaten  in  sich  selbst  über.  Die  Gleichungen  (8)  und  (9)  haben 
dann  die  Gestalt  (6)  bzw.  (1).  Die  Gleichungen  (6)  können  also  entweder 
aufgefaßt  werden  als  Ausdruck  der  allgemeinen  projektiven  Transfor- 
mation der  Geraden  {x  und  t  sind  homogene  Koordinaten),  oder  als 
spezielle  affine  Transformation  der  Ebene  (inhomogene  Koordinaten). 
Ebenso  kann  (1)  entweder  als  allgemeine  projektive  Transformation  der 
Ebene  oder  als  spezielle  affine  Transformation  des  Raumes  gedeutet  werden. 
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Satz  1.  Werden  durch  eine  singulare  projeJctive  Trans- 
formation die  Punkte  P^,  P^,. .  in  die  PunUe  P^,  P^, . . .  über- 
geführt, so  fallen  die  Punkte  P'  sämtlich  zusammen,  wenn  die 
Transformation  eine  solche  in  einer  Dimension  ist;  bei  zwei  Di- 
mensionen liegen  sie  alle  auf  einer  Geraden^  bei  drei  Dimensionen 
in  einer  Ebene  usw. 

Wir  beweisen  den  Fall,  wo  man  es  mit  zwei  Dimensionen 
zu  tun  hat.  Da  die  Determinante  des  Grleichungssystems  (1) 
gleich  Null  vorausgesetzt  ist,  sind  die  Polynome  auf  den  rechten 
Seiten  linear  abhängig,  d.  i.  es  gibt  drei  Konstante  \j\)\, 
die  nicht  alle  Null  sind,  und  die  für  alle  Werte  von  x,  y,  t  die 
Gleichung  erfüllen: 
(10)  \x  ^l^y  ^h^f=0. 

Alle  Punkte  {x':y':t')  liegen  also  auf  einer  Geraden. 

In  den  übrigen  Fällen  wird  der  Beweis  ganz  entsprechend 
geführt.  — 

Satz  2.  Es  gibt  stets  eine  und  nur  eine  projektive  Trans- 
formation, die  irgend  drei  getrennte  Punkte  einer  Geraden  in  drei 
vorgegebene  getrennte  Lagen  auf  der  Geraden  überführt. 

Die  drei  ursprünglichen  Punkte  seien  P^,  P^,  Pg  mit  den 
homogenen  Koordinaten  (x^ :  t^),  (X2 :  t^),  {x^ :  ^3).  Sie  sollen  der 
Reihe  nach  in  die  Punkte  P^',  P^,  P^  mit  den  homogenen 
Koordinaten  {x^:t^),  {x^  :t^),  {x^' 'tJ)  übergeführt  werden. 

Die  projektive  Transformation 

x'  =  ax  -\-  ßt 
t'  =  yx  -\-  8t 

führt  den  Punkt  (x:t)  über  in  eine  neue  Lage  {x' -.t'),  die  von 
den  Werten  der  Koeffizienten  a,  ß,  y,  ö  abhängt.  Unser  Satz 
ist  also  bewiesen,  wenn  es  gelingt,  ein  System  von  sieben  Größen 
Qi,  Q2,  Qi,  cc,  ß,  y,  d  zn  finden,  von  denen  die  ersten  drei  nicht 
verschwinden  dürfen,  die  bis  auf  einen  gemeinsamen  von 
Null  verschiedenen  Faktor  bestimmt  sind  und  die  sechs  Glei- 
chungen erfüllen: 

f?i^/=  «^1  +  ßh       |()2<=  «^2  +  ßh        |(>3<=  «^3  +  ßh 

Da  die  x  und  t  sämtlich  bekannt  sind,  so  haben  wir  hier 
sechs  homogene  Gleichungen  in  sieben  Unbekannten.    Es  gibt 
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also  stets  Lösungen,  die  nicht  ganz  aus  Nullen  bestehen;  wie- 
viele davon  unabhängig  sind,  hängt  vom  Range  der  Matrix  der 
Koeffizienten  ab.     Wir  ordnen  die  Gleichungen: 

x^a  -\-  t^ß  —  x-^'q^  =  0 

^i?  +  i,d  -  iiQi  =0 

x^y  +  tc^ö  —  t^  Q^  =  0 

x^a  +  t^ß  —x^Q^  =  0 

x^y-]r%ö  —ts'Q^  =  0. 

Die  Matrix  hat  den  Rang  sechs.  Um  das  nachzuweisen, 
bilden  wir  die  Determinante  D  der  ersten  sechs  Kolonnen,  wo- 
bei die  zweite  und  dritte  Reihe  vertauscht  und  die  Vorzeichen 
in  den  letzten  beiden  Kolonnen  abgeändert  sind: 


^1 

^1 

0 

0 

x; 

0 

X, 

h 

0 

0 

0 

< 

0 

0 

X, 

^1 

V 

0 

0 

0 

x^ 

^2 

0 

K 

^3 

^3 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

Xo 

u 

0 

0 

B 


Da  Pj,  Pg,  P3  getrennt  liegen,  gibt  es  zwei  Konstante 
Cj,  Cg,  von  denen  keine  gleich  Null  ist,  und  die  die  Gleichungen 
erfüllen : 

1   1   i"    2  2  •"    3  — 
Ci  #1  +  Cg  ^2  +  ^3  =  ö  • 

Addiert  man  jetzt  zur  fünften  Reihe  die  mit  q  mul- 
tiplizierte erste  und  die  mit  c^  multiplizierte  zweite  Reihe,  ebenso 
zur  sechsten  die  mit  q  multiplizierte  dritte  und  die  mit  Cg 
multiplizierte  vierte  Reihe,  so  ergibt  sich: 


Z)  = 


^1 

K 

0 

0 

xi 

0 

x^ 

h 

0 

0 

0 

x; 

0 
0 

0 
0 

^1 

^2 

0 

0 
^2' 

=  ^1^2 

•  t;t; 

0 

0 

0 

0 

c^x; 

C2< 

0 

0 

0 

0 

c,t; 

C2V 
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und  dieser  Wert  ist  von  Null  verschieden,  da  ebensowohl  P/ 
und  F^  als  auch  P^  und  Pg  getrennt  liegen. 

Auf  diesem  Wege  findet  man,  daß  auch  die  Determinanten, 
die  man  erhält,  wenn  man  aus  der  Matrix  die  sechste  oder 
fünfte  Kolonne  ausstreicht,  von  NuU  verschieden  sind.  Nach 
Satz  4,  §  17  haben  die  Gleichungen  also  eine  Lösung,  in  der 
keine  der  drei  Größen  q^,  q^,  q^  verschwindet;  alle  übrigen 
Lösungen  sind  zu  einer  einzigen  von  ihnen  proportional.  Alle 
diese  Lösungen  liefern  aber  ein  und  dieselbe  projektive  Trans- 
formation der  Geraden. 

Zusatz.  Die  soeben  ermittelte  Transformation  ist  nicht- 
singulär. 

Dies  folgt  aus  Satz  1  in  Verbindung  mit  der  Tatsache, 
daß  die  drei  Punkte  P^',  Pg',  P3'  getrennt  liegen. 

Übungen 

1.  Diskutiere  die  singulären  projektiven  Transformationen  in  einer, 
zwei  und  drei  Dimensionen.  Beachte  den  Einfluß  des  Ranges  der  Matrix 
der  Transformation;  zunächst  auf  die  Punkte,  denen  durch  die  Trans- 
formation keine  neuen  Punkte  zugeordnet  werden;  dann  auf  die  Punkte, 
die  durch  die  Transformation  nicht  gewonnen  werden  können. 

2.  Es  gibt  stets  eine  und  nur  eine  KoUineation,  die  irgend  vier 
Punkte  einer  Ebene,  von  denen  keine  drei  auf  einer  Geraden  liegen,  bzw. 
in  vier  vorgegebene  Punkte  von  gleicher  Eigenschaft  überführt. 

3.  Verallgemeinere  den  Satz  für  n  Dimensionen. 

4.  Die  Transformation  der  Koordinaten,  die  von  einem  ersten 
System  homogener  Koordinaten  zu  einem  zweiten  führt,  ist  eine  nicht- 
singuläre  lineare  Transformation. 

Betrachte  die  Fälle  einer,  zweier  und  dreier  Dimensionen. 

5.  Eine  projektive  Transformation  im  Räume  kann  dadurch  aus- 
geführt werden,  daß  man  jede  Ebene  bzw.  Gerade  projektiv  transformiert 
und  gleichzeitig  die  Lage  der  Ebene  bzw.  Geraden  abändert. 

Anleitung.  Sind  p  und  p'  irgend  zwei  zugeordnete  Ebenen,  so 
wähle  man  in  jeder  ein  System  rechtwinkliger  Koordinaten  {x^  :y^  it^) 
und  {x^'  :y^'  :  t/).  Dann  ist  unter  Benutzung  der  Ergebnisse  von  Übung  4 
zu  zeigen ,  daß  die  Transformation  der ,  einen  Ebene  in  die  andere  da- 
durch dargestellt  werden  kann,  daß  x.^\  y^\  t^'  als  homogene  lineare  Poly- 
nome in  den  x^^  y^,  <,   ausgedrückt  werden. 

25.  Algebra  der  Matrices.  Fortsetzung.  Wir  gehen 
jetzt  zu  weiteren  Eigenschaften  der  Matrices  über,  wobei  wir 
den  Leser  auch  ausdrücklich  auf  die  Übungen  am  Ende  dieses 
Abschnitts  aufmerksam  machen. 
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Gewisse  Eigenschaften  der  Matrices  legt  uns  die  Lehre  von 
den  linearen  Transformationen  nahe: 
Satz  1.     Bie  Matrix 

1     0     ...0 
0     1     ...0 


,0     0     ...1 

hat  die  Eigenschaft,  die  durch  die  folgende  Gleichung  dargestellt 
ist,  wo  a  eine  ganz  beliebige  Matrix  bedeutet: 

la  =  al  =  a. 

Denn  die  lineare  Transformation  von  der  Matrix  a  ändert 
sich  offenbar  nicht,  wenn  man  vorher  oder  nachher  die  iden- 
tische Transformation  ausübt,  die  ja  die  Matrix  I  besitzt. 

Will  man  nicht  auf  lineare  Transformationen  zurückgehen, 
so  kann  man  den  Satz  durch  Ausrechnung  der  Produkte  Ja 
und  al  auch  direkt  beweisen. 

I  spielt  also  in  der  Algebra  der  Matrices  dieselbe  Rolle, 
wie  die  Zahl  1  in  der  gewöhnlichen  Algebra.  Daher  nennt 
man  I  auch  die  Einheitsmatrix. 

Jetzt  wollen  wir  eine  beliebige  nicht  -  singulare  lineare 
Transformation  und  die  zu  ihr  inverse  betrachten.  Führt  man 
beide  Transformationen  hintereinander  aus,  so  gelangt  man  offen- 
bar zur  identischen  Transformation.  Diese  Bemerkung  führt 
uns  sofort  auf  den 

Satz   2.      Bezeichnet  nian  in  der  nicht- singulä/ren  Matrix 


a  = 


.  a 


In 


'nl 


von  der  Determinante  a  in  üblicher    Weise  mit  Ä.j  die  alge- 
braischen Komplemente  der  Elemente,  so  heißt  die  Matrix 


^11 

Al 

a 

a 

An 

An 

a 

a 
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die  m  a  inverse  Matrix  oder  Tcurs  die  Inverse  ßu  a.  Sie  ist 
nicht -Singular  und  hat,  wenn  man  sie  durch  das  Symbol  a~^ 
darstellt,  die  beiden  Eigenschaften,  die  dwrch  folgende  Gleichungen 
ausgedrückt  werden: 

aa~^=  a~^a  =  I. 

Sie  ist  ferner  die  einzige  Matrix,  die  eine  dieser  beiden 
Eigenschaften  besitzt. 

Auf  diese  Weise  werden  wir  zu  dem  Begriff  von  Po- 
tenzen der  Matrices  mit  ganzen  positiven  und  negativen  Ex- 
ponenten geführt: 

Erklärung  1.  Unter  dem  Symbol  a^  verstehen  wir  das 
Produkt  a  '  a  •  '  a  aus  p  gleichen  Faktoren  a;  dabei  kann  a 
eine  ganz  beliebige  Matrix  sein.  Ist  sie  nicht-singulär ,  so 
können  wir  Potenzen  mit  negativen  Exponenten  oder  dem  Ex- 
ponenten Null  durch  die  Formeln  erklären: 

a-P={a-y,    a'^=I. 

Dabei  bedeutet  p  beide  Male  eine  ganze  positive  Zahl. 

Jetzt  folgt  sofort: 

Satz  3.     Die  Potenzgesetze 

behalten  ihre  Gültigkeit  für  sämtliche  Matrices,  ivenn  die  Ex- 
ponenten p  und  ci  positive  ganze  Zahlen  sind;  wissen  tvir  nur, 
daß  p  und  q  ganze  Zahlen  sind,  so  gelten  die  beiden  Gesetze 
noch  für  alle  nicht-singulär en  Matrices. 

Jetzt  kommen  wir  zur  Division  einer  Matrix  durch  eine 
andere.  Naturgemäß  wird  sie  als  die  zur  Multiplikation 
inverse  Operation  erklärt.  Da  nun  die  Multiplikation  nicht 
kommutativ  ist,  erhalten  wir  zwei  verschiedene  Arten  von 
Division;  a  dividiert  durch  b  kann  einerseits  die  Matrix  x 
bedeuten,  für  die 

a^b  '  X 

ist,  andrerseits  die  Matrix  y  in  der  Gleichung 

a^yb. 

Wegen  dieser  Doppeldeutigkeit  pflegt  man  den  Ausdruck  Z)w?5?öm 
zu  vermeiden.  Es  gilt  aber,  wie  man  sofort  sieht,  der  fol- 
gende Satz: 

Bö  eher,  höhere  Algebra  6 
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Satz  4.  Beamtet  a  eine  beliebige  Matrix  und  b  eine  nicht- 
singulare,  so  gibt  es  stets  eine  und  nur  eine  Matrix  x,  die  die 
Gleichung  erfüllt: 

a  =  b  •  X'^ 

ebenso  gibt  es  dann  stets  eine  und  nur  eitte  Matrix  y,   für  die 
die  Relation  gilt: 

a=-y    b. 

Biese  beiden  Matrices  sind  durch   die  beiden  Formeln  erklärt: 

x  =  b-^a,    y=ab~^. 

Von  besonderer  Einfachheit  sind  die  Matrices  von  der 
Gestalt 

l     0     ...     0 

0     Je     ...     0 


0     0 


Je 


=^hl. 


Sie  sollen  skalare  Matrices  genannt  werden;  der  Grund  für  diese 
Bezeichnung  wird  sogleich  offenbar  werden. 

Bezeichnen  wir  die  soeben  dargestellte  Matrix  durch  das 
Symbol  k,  während  a  eine  beliebige  Matrix  derselben  Ordnung 
bedeutet,  so  ist 

(1)  ka  =  ak  =  Jca. 

Ist  ferner  eine  zweite  skalare  Matrix  l  gegeben,  in  der 
jedes  Element  der  Hauptdiagonale  gleich  l  ist,  so  gelten  die 
beiden  Gleichungen 

(2)  jc-\-l  =  l  +  k==(k  +  l)I, 

(3)  kl  =  Ik  =  MI. 

Die  Formel  (1)  zeigt,  daß  eine  skalare  Matrix,  wenn  es 
sich  darum  handelt,  sie  mit  einer  anderen  Matrix  zu  multipli- 
zieren, durch  eine  gewöhnliche  skalare  Größe  ersetzt  werden 
kann.  Nach  den  Formeln  (2)  und  (3)  gehorchen  skalare  Matrices, 
wenn  man  sie  untereinander  kombinieren  will,  nicht  nur  den 
Gesetzen  über  die  gewöhnlichen  skalaren  Größen,  sondern  es 
kann  dann  jede  skalare  Matrix  geradezu  durch  die  gewöhnliche 
skalare  Größe  ersetzt  werden,  die  in  ihrer  Hauptdiagonale  auf- 
tritt; das  Endergebnis  ist  dann  natürlich  wieder  durch  die  ent- 
sprechende skalare  Matrix  zu  ersetzen. 


25.  Adjungierte  einer  Matrix 
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Aus  diesen  Gründen  kann  man  in  der  Algebra  der  Matrices 
jede  skalare  Matrix  durch  die  entsprechende  gewöhnliche  skalare 
Größe  ersetzen  und  umgekehrt.  Dann  läßt  sich  die  Einheits- 
matrix I  auch  durch  das  Symbol  1  darstellen. 

Erklärung  2.  Unter  der  Adjungierten  A  einer  Matrix  a 
versteht  man  eine  Matrix  der  gleichen  Ordnung,  in  der  das  Ele- 
ment in  der  i^^"  Beihe  und  der  j^^  Kolonne  das  algebraische 
Komplement  des  Elementes  von  a  in  der  f^'^  Beihe  und  i^^  Ko- 
lonne isf^) 

Ist  a  nicht- singulär,  so  kann  man  setzen: 

(4)  A  =  aa-\ 

Während  jede  Matrix  eine  Adjungierte  hat,    gibt  es   eine 
Inverse  nur  bei  nicht-singulären  Matrices. 
Die  Gleichung  (4)  ergibt: 

(5)  Aa  =  aA  =  al. 

Diese  Gleichung  gilt  aber  nicht  nur,  wenn  a  nicht- singulär 
ist,  sondern  auch  noch,  wenn  die  Determinante  von  a  Null  ist, 
wie  man  sich  durch  Ausmultiplizieren  überzeugt. 

Zum  Schluß  haben  wir  uns  noch  mit  einigen  wichtigen 
Sätzen  über  den  Rang  des  Produktes  zweier  Matrices  zu  be- 
schäftigen. Zunächst  bemerkt  man  sogleich,  daß  der  Rang 
eines  solchen  Produktes  nicht  durch  die  Rangzahlen  der  Faktoren 
immer  völlig  bestimmt  ist.  Man  zeigt  das  an  Beispielen,  etwa 
an  der  Formel  5,  §  22.  Dort  haben  die  Faktoren  (im  allge- 
meinen) den  Rang  Zwei  bzw.  Eins  5  das  Produkt  ist  vom  Range 
NuU.  Denselben  Rang  haben  (im  allgemeinen)  die  Faktoren 
in  der  Formel 

n  I  A      A      A    i        \\  f\      f\      ^ 

12 

22  i  y 
■32 

nämlich  zwei  bzw.  eins;  das  Produkt  hat  jetzt  aber  den  Rang  Eins. 

Wenn   aber  auch   die  Rangzahlen  der  Faktoren   und   die 

Ordnungszahlen  der  einzelnen  Matrices    nicht  ausreichen,  um 

den   Rang    des    Produktes    zu    bestimmen,    so    gibt    es    doch 


«n 

^12 

0 

0   0   0  :j    ! 

0    0    a, 

«21 

(^22 

0 

. 

0   0   1  i  = 

0    0     a. 

Ö^.H1 

«S^ 

0 

io    0    0  j     1 

0     0    a. 

1)  Man  achte  hier  auf  die  Vertauschung  von  Reihen  und  Kolonnen, 
die  bei  der  Erklärung  der  adjungierten  Determinante  nicht  vorgenommen 
wurde,    weil   sie  dort  unwesentlich,    zuweilen  sogar  unzweckmäßig  ist. 

6* 
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wichtige  Ungleichungen  zwischen  diesen  Zahlen,  die  wir  jetzt 
ableiten  wollen. 

Zu  dem  Zwecke  betrachten  wir  die  beiden  Matrices         • 


a 


. .  a. 


h. 


"«1  • 


.  a. 


«!l 


K 


^^1  •  • •  K 


und  das  Produkt  ah. 

Satz  5.    Jede  h- reihige  Determinante  der  Matrix  a  •  h  kann 
als  Aggregat  von  Je -reihigen  Determinanten  von  ö,  von  denen  jede 
mit  einem  Polynom  in  den  a  multipliziert  ist,  dargestellt  werden 
und  ebenso  als  Aggregat  von  Je -reihigen  Determinanten  von  a 
von  denen  jede  mit  einem  Polynom  in  den  h  multipliziert  ist. 

Denn  jede  Ä;- reihige  Determinante  von  ah  kann  in  eine 
Summe  /;- reihiger  Determinanten  in  der  Weise  zerlegt  werden, 
daß  jede  Kolonne  einer  jeden  von  ihnen  dasselbe  h  als  Faktor 
enthält.^)  Spalten  wir  diese  Faktoren  ab,  so  erhalten  wir  eine 
Determinante  in  den  a,  die  entweder  identisch  verschwindet 
oder  Ä;- reihige  Determinante  von  a  ist.  Ebenso  kann  man  eine 
Ä* -reihige  Determinante  von  ah  in  eine  Summe  von  Determi- 
nanten ¥^^  Ordnung  derart  zerlegen,  daß  jede  Iteihe  einer  jeden 
von  ihnen  dasselbe  a  als  Faktor  besitzt.  Spalten  wir  diese 
Faktoren  wieder  ab,  so  bleiben  Determinanten  übrig,  die  ent- 
weder identisch  verschwinden  oder  A;- reihige  Determinanten 
von  h  sind. 

Jetzt  leuchtet  sofort  ein,  daß  das  Verschwinden  aller 
/;;- reihigen  Determinanten  in  a  oder  in  h  auch  das  Verschwin- 
den aller  Ä:- reihigen  Determinanten  von  ah  zur  Folge  hat: 

Satz  6.  Der  Bang  des  Produktes  zweier  Matrices  kann 
nicht  größer  sein  als  der  Bang  eines  Faktors.^) 

1)  Der  Leser  tut  gut,    die  Matrix  ah  vollständig  auszuschreiben. 

2)  Ist  r^  bzw.  r^  der  Rang  der  beiden  Faktoren  und  JR  der  des 
Produkts,  so  ist  -B  <  ^'i ,  R  -^r^.  Dies  ist  die  eine  Hälfte  des  Syl- 
vesterschen  „Laiv  ofNullity"^  dessen  andere  Hälfte  lautet:  H^r^  -f-^s — **i 
wo  n  die  Ordnung  der  Matrices  ist.  Vgl.  Übung  8.  Sylvester  erklärt  als 
„Nullity"  einer  Matrix  die  Differenz  zwischen  ihrer  Ordnung  und  ihrem 
Range  und  spricht  das  Gesetz  dann  folgendermaßen  aus:  „The  nullity  of 
the  product  of  two  matrices  is  at  least  as  great  as  the  nullity  of  either 
factor,  and  at  most  as  great  as  the  sum  of  the  nullities  of  the  factors." 
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In  eiuem  wichtigen  Falle  versetzt  uns  dieser  Satz  in  die 
Lage,  den  Rang  des  Produktes  genau  zu  bestimmen,  dann 
nämlich,  wenn  eine  der  beiden  Matrices  a  oder  b  nicbt-singulär 
ist.  Setzen  wir  also  a  als  nicbt-singulär  voraus  und  bezeichnen 
den  Rang  von  b  mit  r,  den  von  ab  mit  jR,  so  ist  nach  Satz  6: 
B^r.  Nun  können  wir  aber  b  als  das  Produkt  von  a~^  und 
ab  betrachten;  daher  gibt  Satz  6  jetzt  die  Bedingung  r  ^  R. 
Durch  Vergleichung  beider  Resultate  ergibt  sich  r  =  B. 

Ist  zweitens  b  nicht-singulär,  und  bezeichnet  B  wieder  den 
Rang  von  ab  und  r  jetzt  den  Rang  von  a,  so  liefert  Satz  6: 
B  ^r.     Aus  der  Gleichung 

folgt  ebenso  r  ^B.     Wir  erhalten  also  ebenfalls  r  =  B.    So- 
mit ergibt  sich  der  Satz: 

Satz  7.  Multipliziert  man  eine  Matrix  vom  Bange  r  in 
irgend  einer  Beihenfolge  mit  einer  nieht-singulären  Matrix^  so  hat 
das  Produkt  ebenfalls  den  Bang  r. 

Übungen 

1.  Zwei  Matrices  a  und  h  von  derselben  Ordnung  sind  dann  und 
nur  dann  äquivalent  (§  19),  wenn  es  zwei  nicht-singuläre  Matrices  c  und 
d  gibt,  die  die  Gleichung  erfüllen: 

dac=  h. 
Vgl.  Übung  2,  §  22  und  Übung  4,  §  19. 

2.  Zwei  Matrices  a  und  h  von  derselben  Ordnung  sind  dann  und 
nur  dann  äquivalent,  wenn  vier  Matrices  c,  d,  e,  /  existieren,  so  daß 
die  beiden  Gleichungen  bestehen: 

dac  =  b,    a=fbe. 

3.  Jede  Matrix  vom  Range  r  läßt  sich  als  Summe  von  r  Matrices 
vom  Range  Eins  darstellen.^)  (Zum  Beweise  beachte  man,  daß  die 
spezielle  in  Übung  3,  §  19  erwähnte  Matrix  so  dargestellt  werden  kann.) 

1)  Eine  Matrix  vom  Range  Eins  nennt  Gibhs  eine  Dyade,  da  sie 
(Übung  5,  §  19)  als  Produkt  zweier  komplexen  Größen  (a^,  «gi  •  •  •  ^n) 
und  (&j,  feg,  ...  6^)  angesehen  werden  kann.  Die  Summe  beliebig  vieler 
Dyaden  heißt  ein  dyadisches  Polynom  oder  kürzer  eine  Dyadik.  Daher 
ist  jede  Matrix  eine  Dyadik  und  umgekehrt.  Die  Gibbs  sehe  Theorie  der 
Dyadiks  ist  für  den  Fall  n  =  3  dargestellt  in  Gibbs -Wilson,  Vector 
Analysis^  Kapitel  V.  In  dieser  Darstellung  werden  die  komplexen  Größen 
{a^-^a^^a^)  und  (b^^h^^h^),  welche  zu  Dyadiks  zusammengesetzt  werden, 
als  Vektoren  im  Räume  von  drei  Dimensionen  gedeutet,  wie  überhaupt 
die  ganze  Theorie  in  geometrischer  Einkleidung  vorgetragen  wird. 
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4.  Eine  Matrix  ist  dann  und  nur  dann  ein  Teiler  der  Null 
(Übung  1,  §  22),  wenn  sie  singulär  ist. 

(Man  gehe  von  äquivalenten  Matrices  aus.) 

5.  Die  zum  Produkt  von  beliebig  vielen  nicht- singuläreu  Matrices 
gehörige  inverse  Matrix  ist  gleich  dem  Produkt  der  in  entgegengesetzter 
Reihenfolge  genommenen  inversen  Einzelmatrices. 

Von  hier  aus  läßt  sich  ein  ähnlicher  Satz  über  die  Adjungierte 
eines  Produktes  von  beliebig  vielen  Matrices  finden,  gleichgültig,  ob  diese 
Matrices  singulär  sind  oder  nicht. 

Welcher  Satz  ergibt  sich  daraus  für  Determinanten? 

6.  Die  Konjugierte  der  Inversen  einer  nicht  -  singuläreu  Matrix  ist 
invers  zur  Konjugierten;  die  Konjugierte  der  Adjungierten  ist  bei  jeder 
Matrix  gleich  der  Adjungierten  der  Konjugierten. 

7.  Eine  Matrix,  deren  Produkt  mit  jeder  Matrix  derselben  Ordnung 
kommutativ  ist,  ist  eine  skalare  Matrix. 

8.  Ist  R  der  Rang  des  Produktes  zweier  Matrices  n^^"^  Ordnung, 
deren  Rangzahlen  r^  und  r^  sind,  so  ist 

Zunächst  nehme  man  den  einen  Faktor  in  der  besonderen  Gestalt 
an,  die  in  Übung  3,  §  19  erwähnt  war,  und  benutze  Übung  1,  §  8.  Der 
allgemeine  Fall  läßt  sich  dann  auf  diesen  besonderen  zurückführen  auf 
Grund  von  Übung  1. 

26.    Mengen.    Mathematische  Systeme.    Gruppen. 

Diese  drei  Begriffe  trifft  man  in  allen  Zweigen  der  Mathematik 
an;  die  beiden  ersten  sind  tatsächlich  von  einer  solchen  All- 
gemeinheit, daß  man  sie  das  logische  Fundament  aller  Mathe- 
matik nennen  kann.^)  In  diesem  Abschnitt  wollen  wir  diese 
Begriffe  kurz  erklären  und  zeigen,  wie  sich  unter  sie  die  übrigen 
Gegenstände  des  Kapitels  subsumieren  lassen. 

Die  Objekte  —  wir  brauchen  das  Wort  im  allerweitesten 
Sinne  —  der  Mathematik  sind  ganz  heterogen  geartet.  Einer- 
seits haben  wir,  um  einige  der  wichtigsten  herauszugreifen,  die 
verschiedenen  Arten  von  Größen,  von  den  ganzen  positiven  Zahlen 
bis  zu  den  komplexen  Größen  und  Matrices.  In  der  Geome- 
trie kommen  außer  Punkten,  Geraden,  Kurven  und  Flächen  noch 
Bewegungen   (Drehungen,    Schiebungen  usw.),    KoUineationen, 

1)  Vgl.  die  Fußnote  zu  Satz  6. 

2)  Eine  gemeinverständliche  Auseinandersetzung  dieser  hier  nur  ge- 
streiften Gregenstände  findet  sich  in  des  Verfassers  Vortrag:  „The  Fun- 
damental Conceptions  and  Methods  of  Mathematics.  St.  Louis.  Con- 
gress  of  Arts  and  Science  1904.  Wieder  abgedruckt  in  Bull.  Amer.  Math. 
Soc,  Dezember  1904. 
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überhaupt  geometrisclie  Verwandtschaften  hinzu.  In  verschie- 
denen Teilen  der  Mathematik  hat  man  es  ferner  mit  Substitu- 
tionen zu  tun^  d.  i.  den  Vertauschungen  in  der  Reihenfolge 
gewisser  Objekte;  diese  Substitutionen  können  ebenfalls  wieder 
besondere  Objekte  mathematischer  Forschung  bilden.  In  der 
Mechanik  kommen  endlich  als  weitere  Objekte  in  Frage:  Kräfte^ 
Kräftepaare^  Geschwindigkeiten  usw. 

Diese  Objekte  und  überhaupt  alle  übrigen,  die  mathe- 
matischer Betrachtung  zugänglich  sind,  bieten  sich  uns  nun  ge- 
wöhnlich nicht  einzeln  dar,  sondern  in  Mengen.  Solche  Mengen 
können  aus  einer  endlichen  oder  unbegrenzten  Anzahl  von  Ob- 
jekten oder  Elementen  bestehen.    Als  Beispiele  führen  wir  auf: 

1.  alle  Primzahlen; 

2.  alle  Geraden,  die  zwei  Gerade  im  Räume  treffen; 

3.  alle  Symmetrieebenen  eines  Würfels; 

4.  alle  Permutationen  von  fünf  Buchstaben; 

5.  alle  Drehungen  einer  Ebene  um  eine  Gerade,  die  auf 
ihr  senkrecht  steht. 

Nachdem  wir  so  einen  ungefähren  Einblick  in  die  All- 
gemeinheit des  Begriffs  der  Menge  gewonnen  haben,  bemerken 
wir,  daß  in  der  Mathematik  mit  solchen  Mengen  häufig  eine 
oder  mehrere  Operationen  verknüpft  sind,  vermöge  derer  aus 
einzelnen  Elementpaaren  neue  Elemente  gewonnen  werden,  die 
wieder  der  Menge  angehören  können,  aber  nicht  brauchen. 
Als  Beispiel  solcher  Operationen  oder  Verknüpfungsgesetze 
führen  wir  die  Prozesse  der  Addition  und  Multiplikation  in  der 
gewöhnlichen  Algebra  und  in  der  Algebra  der  Matrices  an, 
oder  das  Verknüpfungsgesetz,  wodurch  aus  zwei  getrennten 
Punkten  ihre  Verbindungs gerade  hervorgeht,  oder  endlich  die 
Zusammensetzung  zweier  Bewegungen   zu   einer   einzigen  usw. 

Ist  eine  Menge  in  dieser  Weise  mit  einem  oder  mehreren 
Verknüpfungsgesetzen  verbunden,  so  sagen  wir,  sie  bildet  ein 
mathematisches  System  ^). 

1)  Für  die  hier  verfolgten  unmittelbaren  Zwecke  ist  diese  Erklä- 
rung von  ausreichender  Allgemeinheit,  obwohl  es  sich  sonst  als  wünschens- 
wert erweist,  außer  Yerknüpfungsgesetzen  auch  noch  Belationen  zwischen 
den  Elementen  eines  mathematischen  Systems  zuzulassen;  die  Ver- 
knüpfungsgesetze dürfen  dann  sogar  ganz  fehlen  Dann  würden  z.  B. 
die  positiven  ganzen  Zahlen  ein  mathematisches  System  bereits  mit  der 
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Für  eine  besonders  wichtige  Art  solcher  mathematischen 
Systeme  ist  das  Wort  Gruppe  in  Gebrauch^  für  das  wir  fol- 
gende Erklärung  geben: 

Erklärung.  Ein  mathematisches  System,  welches  aus  einer 
gegebenen  Menge  von  Objekten  mit  einer  Verhnüpfungsregel  besteht , 
die  wir  durch  das  Symbol  o  andeuten,  wird  eine  Gruppe  ge- 
nannt, wenn  ihm  folgende  Eigenschaften  zukommen: 

1.  Aus  irgend  zwei  (nicht  notivendig  verschiedenen)  Ele- 
menten a,  b  der  Menge  entsteht  ein  neues  Element  a  ob,  welches 
ebenfalls  der  Menge  angehört.'^) 

2.  Es  gilt  das  Assosiationsgesetz,  d.  i.  wenn  a,  b,  c  ir- 
gend drei  Elemente  der  Menge  sind,  so  ist  immer: 

(a  ob)  o  c  ==  a  o  (b  o  c) . 

3.  Die  Menge  enthält  ein  Element  i,  das  Einheitselement, 
das  mit  jedem  beliebigen  Element  der  Menge  auf  die  beschriebene 
Art  verknüpft,  dieses  reproduziert: 

ioa  =  aoi  =  a. 

4.  Ist  a  irgend  ein  Element  der  Menge,  so  existiert  in  der 
Menge  ein  zweites  Element  a'  —  genannt  das  zu  a  inverse 
Element  —  derart,  daß 

a  o  a  =  a  o  a  =  i. 

So  bilden  die  positiven  und  negativen  ganzen  Zahlen  ein- 
schließlich Null  eine  Gruppe,  wenn  die  zugehörige  Verknüpfung 
die  Addition  ist.  Null  ist  das  Einheitselement;  das  zu  einem 
Elemente  inverse  ist  die  entgegengesetzte  Zahl. 

Dieselbe  Menge  bildet  keine  Gruppe,  wenn  man  als  Ver- 
knüpfungsregel die  Multiplikation  wählen  würde;  die  ersten 
drei  Bedingungen  wären  zwar  erfüllt  und  die  Zahl  1  erscheint 
als  Einheitselement-,  die  inversen  Elemente  sind  aber,  —  soweit 
sie  überhaupt  vorhanden  sind  —  nicht  in  der  Menge  vorhanden. 

Die    Menge    aller   reellen   Zahlen   bildet   eine   Gruppe   zu- 

Eelation  „größer  (kleiner)  als"  bilden,  ohne  eine  verknüpfende  Operation, 
wie  Addition  oder  Multiplikation.  Die  Verknüpfungsgesetze  können,  wie 
wir  hier  hinzufügen  wollen,  als  Relationen  zwischen  drei  Elementen  auf- 
gefaßt werden;  vgl.  den  oben  erwähnten  Vortrag. 

1)  Von  einem  mathematischen  System,  welches  die  Bedingung  (1) 
erfüllt,  sagt  man  zuweilen,  es  habe  die  Gruppeneigenschaft.  In  älteren 
Werken  über  den  Gegenstand  ist  diese  Bedingung  die  einzige  ausdrück- 
lich angegebene;  die  übrigen  drei  werden  „stillschweigend"  vorausgesetzt. 
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sammen  mit  dem  Verknüpfungsgesetz  der  Addition,  nicht  aber 
mit  dem  der  Multiplikation,  da  für  Null  kein  inverses  Element 
vorhanden  ist.  Spalten  wir  die  Null  von  der  Menge  ab,  so 
bildet  die  neugewonnene  Menge  eine  Gruppe  mit  der  Multipli- 
kation, aber  nicht  mehr  mit  der  Addition. 

Als  Beispiel  einer  Gruppe  mit  einer  endlichen  Anzahl  von 
Elementen  führen  wir  die  Menge  der  vier  Zahlen 

-hl,    -1,    +V-1,   -V-i 

an,  wo  die  verknüpfende  Operation  die  Multiplikation  ist. 

Eine  Gruppe  geometrischer  Operationen  bilden  die  Schie- 
bungen (Translationen)  einer  Ebene  in  den  Richtungen  der  in 
ihr  liegenden  Geraden.  Jede  solche  Schiebung  kann  nach  Größe 
und  Richtung  durch  einen  in  der  Ebene  liegenden  Pfeil  dar- 
gestellt werden.  Zwei  solche  aufeinanderfolgende  Schiebungen 
lassen  sich  zu  einer  einzigen  zusammensetzen,  wobei  sich  der 
zugehörige  Pfeil  aus  der  bekannten  Konstruktion  des  Kräfte- 
parallelogramms ergibt.  Die  Menge  aller  betrachteten  Schie- 
bungen bildet  bei  dem  soeben  auseinandergesetzten  Ver- 
knüpfungsgesetz eine  Gruppe,  wenn  wir  die  identische  Trans- 
lation in  die  Menge  einbeziehen,  d.  i.  die  Schiebung,  die  jeden 
Punkt  der  Ebene  in  Ruhe  läßt.  Diese  bildet  das  Einheits- 
element; zwei  Schiebungen  sind  invers,  wenn  die  zugehörigen 
Pfeile  die  gleiche  Größe,  aber  entgegengesetzte  Richtungen 
haben. 

Die  bisher  aufgezählten  Gruppen  befriedigen  außer  den  vier 
in  der  Erklärung  geforderten  Bedingungen  noch  eine  fünfte: 
die  zugehörige  Verknüpfungsoperation  ist  Jcommutativ.  Solche 
Gruppen  heißen  Icommutative  oder  Äbelsche  Gruppen.  Im  all- 
gemeinen kommt  diese  letzte  Eigenschaft  den  Gruppen  indessen 
nicht  zu.  Beispiele  nicht-kommutativer  Gruppen  sind  die  Gruppe, 
in  der  alle  nicht-singulären  Matrices  gegebener  Ordnung  durch 
den  Prozeß  der  Multiplikation  verbunden  sind;  ebenso  die 
Gruppe  aller  Matrices  einer  gegebenen  Ordnung  von  der  Deter- 
minante +  1,  wobei  der  zugehörige  Prozeß  wieder  die  Multi- 
plikation ist.  Diese  zweite  Gruppe  heißt  eine  Untergruppe  der 
ersten,  da  alle  ihre  Elemente  in  der  ersten  Gruppe  enthalten 
sind  und  das  verknüpfende  Gesetz  beide  Male  dasselbe  ist. 
Eine  Untergruppe  der  letzten  Gruppe  ist  wieder  die  Gruppe  aller 
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Matrices  einer  gegebenen  Ordnung  von  der  Determinante  -|-  1, 
wobei  also  der  zugehörige  Prozeß  wieder  die  Multiplikation  ist.^) 
Nicht -kommutative  Gruppen  können  leicht  in  beliebiger 
Zahl  gebildet  werden,  wenn  man  als  Elemente  lineare  Trans- 
formationen oder  Kollineationen  wählt.  Abelsche  Gruppen  er- 
hält man,  wenn  man  Matrices  anstatt  durch  Multiplikation 
durch  den  Prozeß  der  Addition  verbindet. 

27.  Isomorphismus.  Erklärung.  Zwei  Gruppen  heißen 
holoedrisch- isomorph  (einfach  isomorph),  wenn  sich  zivischen 
ihren  Elementen  eine  ein- eindeutige  Zuordnung  derart  herstellen 
läßt,  daß,  wenn  den  Elementen  a,  h  der  ersten  Gruppe  die  Ele- 
mente a',  h'  der  zweiten  Gruppe  entsprechen,  auch  das  Element 
a  oV  dem  Element  a  oh  zugeordnet  ist.^) 

Diese  Erklärung  wollen  wir  durch  einige  Beispiele  erläu- 
tern, wobei  die  Beweise  der  angeführten  Ergebnisse  dem  Leser 
überlassen  bleiben  sollen.  Das  Verknüpfungsgesetz  wird  in 
allen  Fällen,  wo  es  sich  ohne  Mißverständnisse  ergänzen  läßt, 
unterdrückt  werden. 

Beispiel  1.     a)  Die  Gruppe  der  vier  Elemente 

1,  y^i,  -i,  -1/-1 

(Multiplikation). 

b)  Die  Gruppe  der  vier  Drehungen  durch  0\  90^,  180^,  270^ 
um  eine  gegebene  Gerade. 

Den  Isomorphismus  dieser  beiden  Gruppen  erkennt  man, 
wenn  man  ihre  Elemente  in  der  Reihenfolge  paart,  in  der  sie 
hier  aufgeführt  sind. 

1)  Solche  Matrices  heißen  zuweilen  unimodular,  genauer  eigentlich 
unimodular.  Die  Matrices  von  der  Determinante  —  1  hat  man  dann  als 
uneigentlich  unimodular  zu  bezeichnen.  Diese  letzten  Matrices  bilden 
für  sich  keine  Gruppe,  da  sie  nicht  einmal  die  Bedingung  1.  unserer 
Erklärung  erfüllen. 

2)  Dieser  Begriff  des  Isomorphismus  läßt  sich  offenbar  auf  mathe- 
matische Systeme  irgend  welcher  Art  ausdehnen,  wenn  sie  an  dieselbe  An- 
zahl von  Verknüpfungsgesetzen  gebunden  sind.  So  sind  z.  B.  die  beiden 
mathematischen  Systeme,  von  denen  das  eine  aus  allen  skalaren  Größen, 
das  andere  aus  allen  skalaren  Matrices  besteht,  isomorph,  wobei  in  beiden 
Fällen  die  Verknüpfungsregeln  der  Addition  und  Multiplikation  gelten. 
Aus  diesem  Grunde  darf  man  eben,  ohne  Mißverständnisse  hervorzurufen, 
von  dem  Unterschied  zwischen  skalaren  Größen  und  skalaren  Matrices 
absehen. 
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Beispiel  2.     a)  Die  Gruppe  der  vier  Matrices 

(o    l)'     (    0    -i)'     (o    -l)'      (    0    l) 

(Prozeß:  Multiplikation). 

b)  Die  Gruppe  folgender  vier  Transformationen:  identische 
Transformation,  Spiegelung  an  einer  Ebene,  Spiegelung  an  einer 
zweiten  Ebene,  die  zur  ersten  senkrecht  steht,  Spiegelung  an 
der  Schnittgeraden  der  beiden  Ebenen. 

c)  Die  Gruppe,  deren  Elemente  die  identische  Trans- 
formation und  die  Spiegelungen  an  drei  sich  senkrecht  schnei- 
denden Geraden  sind. 

Die  beiden  Gruppen  in  Beispiel  1  sind  zu  den  drei  Gruppen 
von  Beispiel  2  nicht  isomorph,  obwohl  alle  diese  Gruppen 
dieselbe  Anzahl  von  Elementen  besitzen.  Denn  in  den  Gruppen 
von  Beispiel  1  kommen  zwei  Elemente  vor,  deren  „Quadrat*^ 
nicht  das  Einheitselement  ist. 

Beispiel  3.  a)  Die  Gruppe  aller  reellen  Zahlen  (Operation: 
Addition). 

b)  Die  Gruppe  aller  skalaren  Matrices  Z;*®'^  Ordnung  (Addition). 

c)  Die  Gruppe  aUer  Translationen  des  Raumes  parallel  zu 
einer  festen  Geraden. 

Beispiel  4.  a)  Die  Gruppe  aller  nicht-singulären  Matrices 
n^^  Ordnung  (Multiplikation). 

b)  Die  Gruppe  aller  nicht-singulären  homogenen  linearen 
Transformationen  in  n  Veränderlichen. 

Nicht  holoedrisch-isomorph  zu  diesen  letzten  beiden  Grup- 
pen ist,  wie  man  annehmen  könnte,  die  Gruppe  aller  nicht- 
singulären  Kollineationen  im  Räume  von  n  —  1  Dimensionen. 
Denn  die  von  uns  aufgestellte  Beziehung  zwischen  Kollineationen 
und  linearen  Transformationen  ist  nicht  ein-eindeutig;  jeder 
linearen  Transformation  entspricht  eine  Kollineation,  aber  einer 
KoUineation  entsprechen  unzählig  viele  lineare  Transformationen 
(mit  proportionalen  Koeffizienten).^)  Der  identischen  Kollineation 


1)  Damit  ist  durchaus  nicht  gesagt,  daß  die  Gruppen  nicht  doch 
holoedrisch -isomorph  sein  können,  da  es  denkbar  ist  eine  andere  Be- 
ziehung zwischen  ihren  Elementen  aufzustellen,  die  ein-eindeutig  ist  und 
den  Isomorphismus  begründet;  die  Tatsache,  daß  die  beiden  Gruppen 
von  verschieden  vielen  Parametern  abhängen,  hat  mit  dieser  Frage  nichts 
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sind  z.  B.  alle  Transformationen  zugeordnet,  deren  Matrices 
skalar  sind. 

Man  pflegt  solche  Gruppen  als  meroedrisch-isomorph  (melir- 
facli  isomorph)  zu  bezeichnen. 

Eine  Gruppe  geometrischer  Transformationen,  die  zur  Gruppe 
aller  nicht- singulären  Matrices  n^'^  Ordnung  holoedrisch-isomoTph. 
ist,  erhält  man,  wenn  man  die  Veränderlichen  (x^, .  .  .  a; J  als  in- 
homogene Koordinaten  im  Räume  von  n  Dimensionen  deutet  und 
alle  nicht-singulären  homogenen  linearen  Transformationen  dieser 
X  bildet.  Die  Gesamtheit  dieser  Transformationen  stellt  die 
affine  Gruppe  im  R-aume  von  n  Dimensionen  dar,  bei  deren 
Transformationen  der  Koordinatenanfangspunkt  in  Ruhe  bleibt 
(vgl.  Fußnote  zu  S.  76).  Die  Gruppe  aller  nicht-singulären  Ma- 
trices t^*®"*  Ordnung  ist  also  holoedrisch-isomorph  zu  einer  ge- 
wissen Untergruppe  der  Gruppe  der  Kollineationen  im  Räume 
von  n  Dimensionen,  dagegen  nicht  zur  Gruppe  aller  nicht-singu- 
lären Kollineationen  im  Räume  von  n  —  1  Dimensionen. 

Ein  wesentlicher  Unterschied  zwischen  diesen  beiden  Gruppen 
beruht  darauf,  daß  die  eine  von  t^^  Parametern  (den  >^^  Koeffizienten 
der  linearen  Transformation)  abhängt,  die  andere  dagegen  nur 
von  n^—1  (den  Verhältnissen  der  Koeffizienten  der  Kollineation). 

Will  man  eine  Gruppe  von  Matrices  haben,  die  holoedrisch- 
isomorph ist  zur  Gruppe  aller  nicht-singulären  Kollineationen 
im  Räume  von  n  —  1  Dimensionen,  so  hat  man  zwei  Matrices 
als  einander  gleich  anzusehen,  wenn  die  Elemente  der  einen 
aus  denen  der  andern  durch  Multiplikation  mit  ein  und  der- 
selben von  Null  verschiedenen  Konstanten  hervorgehen.  Für 
Matrices  mit  dieser  Definition  der  Gleichheit  ist  von  E.  H.  Moore- 
Chicago  der  Name  gebrochene  Matrices  eingeführt,  sowie  auch 
die  Bezeichnungsweise 


usw. 


ö^ii 

«12 

«18 

«21 

«22 

«23 

«81 

«32 

«33 

ZU  tun.  Aber  aus  Übung  7,  §  25  folgt,  daß  die  Gruppen  nicht  isomorph 
sein  können,  denn  die  einzige  nicht-singuläre  Kollineation,  die  mit  allen 
Kollineationen  vertauschbar  ist,  ist  die  identische  Transformation,  wohin- 
gegen alle  linearen  Transformationen  mit  skalarer  Matrix  diese  Eigen- 
schaft besitzen. 


27.  Meroedrisch-isomorplie  Gruppen 


93 


Wenn  man  vereinbart,  daß  gebrochene  Matrices  ebenso 
multipliziert  werden  sollen,  wie  es  für  gewöhnliche  Matrices 
erklärt  wurde,  so  wird  die  Gruppe  aller  nicht-singulären  Kol- 
lineationen  im  Räume  von  n  —  1  Dimensionen  holoedrisch- 
isomorph zur  Gruppe  aller  gebrochenen  Matrices  n^^""  Ordnung, 
deren  Determinanten  nicht  verschwinden.^) 

Ebenso  sind  die  Gruppen  in  Beispiel  2  holoedrisch-iso- 
morph zur  Gruppe  der  vier  gebrochenen  Matrices 


1     0 


10     1 


1 


0 


0     -1 


0     1 


0     1 


1     0 


1     0 


mit  dem  Prozeß  der  Multiplikation.  Betrachtet  man  die  Ele- 
mente als  gewöhnliche  Matrices,  so  erfüllen  sie  nicht  einmal 
die  erste  Bedingung  für  eine  Gruppe. 

Wegen  weiterer  Auskunft  über  die  Gruppentheorie,  ins- 
besondere die  Gruppen  linearer  Transformationen,  verweisen 
wir  den  Leser  auf  die  drei  folgenden  Werke,  welche  nur  in 
geringem  Maße  einander  wiederholen: 

Weber,  Algebra,  Bd.  2. 

Klein,  Vorlesungen  über  das  Ikosaeder. 

Lie- Scheffers,  Vorlesungen  über  kontinuierliche  Gruppen. 

Übungen 

1.  Erklärung.  Eine  Gruppe  heißt  von  n*"""  Ordnimg,  wenn  sie  gerade 
n  Elemente  enthält. 

Besitzt  eine  Gruppe  n^^^  Ordnung  eine  Untergruppe,  so  ist  die  Ord- 
nung dieser  Untergruppe  ein  Teiler  von  n. 

Man  bezeichne  die  Elemente  der  Untergruppe  mit  «i , . .  %, ;  b  sei 
ein  Element  der  Gruppe,  welches  der  Untergruppe  nicht  angehört.  Dann 
ist  zu  zeigen ,  daß  die  Elemente  ba^,  ba^^ . .  .baj.  voneinander  und  von 
den  a  verschieden  sind  und  der  Gruppe  angehören.  Erhält  man  so  noch 
nicht  alle  Elemente  der  Gruppe,  so  betrachte  man  ein  weiteres  Element 
c  und  bilde  die  Elemente  ca^, . . .  ca^,  usw. 

2.  Ist  a  irgend  ein  Element  einer  Gruppe  von  endlicher  Ordnung, 
80  kann  man  durch  genügend  oft  wiederholte  Kombination  von  a  mit 
sich  selbst  das  Einheitselement  erhalten. 

1)  Vom  Wert  der  Determinante  einer  gebrochenen  Matrix  kann  man 
offenbar  nur  dann  reden,  wenn  die  Determinante  verschwindet;  denn 
Multiplikation  aller  Elemente  der  Matrix  mit  c  läßt  die  Matrix  unge- 
ändert,  multipliziert  aber  die  Determinante  mit  c".  Insbesondere  kann 
man  bei  solchen  Matrices  den  Ausdruck  unimodular  nicht  anwenden ;  da- 
gegen kann  man  noch  vom  Range  der  Matrix  reden. 
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3.  Erklärung.     Der  Exponent   der  niedrigsten  „Potenz"   des  Ele- 
mentes a,  welche  gleich  dem  Einheitselement  ist,  heißt  die  Periode  von  a. 

Jedes  Element   einer  Gruppe   n^""  Ordnung   hat  als  Periode  einen 
Teiler  von  n  (1  und  n  eingeschlossen). 

4.  Erklärung.     Eine  Gruppe,  bei  der  alle  Elemente  Potenzen  eines 
einzigen  sind,  heißt  zyklisch. 

Alle  zyklischen  Gruppen  w*^""  Ordnung  sind  isomorph  zur  Gruppe 
der  Drehungen  um  eine  Achse   durch  die  Winkel  o,  oo,  2  co, .  . .  (n  —  1)  oa, 

27t 

wo  0)  =  —  ist.     Umgekehrt  ist  jede  solche  Gruppe  zyklisch. 

5.  Jede  Gruppe,  deren  Ordnung  eine  Primzahl  ist,  ist  zyklisch. 

6.  Alle  Gruppen  4*^"^  Ordnung,   die  nicht  zyklisch  sind,   sind  iso- 
morph zu  den  Gruppen  von  Beispiel  2. 

Eine  Gruppe  dieser  Art  heißt  „Vierergruppe". 

7.  Bilde  sämtliche  Typen  von  Gruppen,  zu  denen  alle  Gruppen  e**"" 
Ordnung  isomorph  sind. 

8.  Bilde  sämtliche  Typen  von  Gruppen,    zu    denen   alle  Gruppen 
8**^  Ordnung  isomorph  sind. 
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Kapitel  VII 
Invarianten.     Grundbegriffe  und  Beispiele 

28.  Absolute  geometrische,  algebraische  und  arith- 
metische Invariauten.  Unterwirft  man  eine  geometrische 
Figur  einer  Transformation,  so  werden  manche  ihrer  Eigen- 
schaften zerstört,  während  andere  erhalten  bleiben.  Betrachtet 
man  nicht  eine  einzelne  Transformation,  sondern  eine  Schar 
von  solchen,  so  heißen  Eigenschaften  von  Figuren,  die  durch 
keine  Transformation  der  Schar  zerstört  werden,  invariant  gegen- 
über dieser  Transformationsschar. 

Ist  die  angewandte  Transformationsschar  die  Gruppe  aUer 
Bewegungen,  so  ist  die  Eigenschaft  zweier  gerader  Linien,  par- 
allel oder  senkrecht  zueinander  zu  liegen,  ebenso  die  Eigen- 
schaft einer  Kurve,  ein  Kreis  zu  sein,  invariant,  denn  nach 
einer  Bewegung  sind  die  Geraden  noch  immer  parallel  bzw. 
senkrecht  zueinander;  die  Kurve  ist  ein  Kreis  geblieben.  Wird 
statt  der  Bewegungen  die  Gruppe  aUer  nicht-singulären  Kolli- 
neationen  betrachtet,  so  ist  keine  der  drei  betrachteten  Eigen- 
schaften mehr  invariant.  Solche  Eigenschaften  nun,  die  gegen- 
über der  Gruppe  aUer  nicht-singulären  KoUineationen  invariant 
sind,  haben  in  der  Entwicklung  der  Geometrie  eine  derartige 
Rolle  gespielt,  daß  man  ihnen  einen  besonderen  Namen  bei- 
gelegt hat  und  von  projektiven  Eigenschaften  spricht.  Bei- 
spiele dafür  sind  die  Eigenschaft  dreier  Punkte,  einer  geraden 
Punktreihe  anzugehören,  die  Eigenschaft  von  vier  Punkten, 
in  ein  und  derselben  Ebene  zu  liegen,  die  Berührung  zweier 
Kurven  oder  zweier  Flächen,  oder  einer  Kurve  und  einer 
Fläche  usw. 

Erklärung  1.  Ist  mit  einem  geometrischen  Gebilde  eine  Größe 
verbunden  y  die  bei  allen  Transformationen  einer  gewissen  Schar 
erhalten  bleibt,  so  heißt  sie  eine  Invariante  der  geometrischen  Figur 
gegenüber  den  Transformationen  dieser  Schar. 

So  sind  Invarianten  gegenüber  der  Gruppe  der  Bewegun- 
gen die  Entfernung  zweier  Punkte  und  der  Winkel  zweier 
Gei*ader. 
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Von  diesen  geometriscilen  Invarianten  aus  wird  man  natur- 
gemäß auf  den  Gegenstand  der  algebraischen  Invarianten  ge- 
führt.    Wir  unterwerfen  in  den  beiden  Polynomen 


^^^  {Ä,x  +  B,y-^C, 

die  Veränderlichen  (x,  y)  den  Transformationen  der  Schar 
x'  =  X  co^  6  -{■  y  smS  ■\-  a. 


(2)  ,    , 

\y  =  —  X  ^\Yi6  -\-  y  QosB  -\-  ß  j 

wo   a,  ß^  6   Parameter    sind,    die    beliebige    Werte   annehmen 
können.  Die  Transformation  (2)  führt  die  Polynome  (1)  über  in: 

Die  Koeffizienten  in  (3)  können  leicht  durch  die  von  (1) 
und  die  Parameter  a,  ß,  6  ausgedrückt  werden;  es  gelten  dann 
die  Gleichungen: 

Ä,'B,'-A,^B,'=^Ä,B,-Ä,B, 


^^^  (Ä,'Ä,'  -f  B,'B,'  =A,Ä,-h  B,B, . 

Daher  heißen  die  beiden  Ausdrücke 
(5)  Ä,B,-A,B,,     Ä,Ä,  +  B,B, 

Invarianten  des  Systems  (1)  gegenüber  den  Transformationen 
der  Schar  (2)  gemäß  folgender  allgemeiner  Erklärung: 

Erklärung  2.  Eine  FunMion  der  Koeffizienten  eines  Systems 
von  Polynomen  in  beliebig  vielen  Veränderlichen  heißt  eine  In- 
variante (besser  eine  absolute  Invariante)  gegenüber  einer  Schar 
von  Transformationen  in  ebendiesen  Veränderlichen,  wenn  sie 
sich  nicht  ändert,  sobald  die  Polynome  allen  Transformationen 
der  Schar  unterworfen  tverden. 

Der  Zusammenhang  des  eben  betrachteten  Beispiels  mit 
der  Geometrie  wird  klar,  wenn  man  sich  erinnert,  daß  die 
algebraischen  Transformationen  (2)  der  Ausdruck  einer  Be- 
wegung ebener  Figuren  in  ihrer  Ebene  sind,  sobald  die  (x,  y) 
als  rechtwinklige  Punktkoordinaten  gedeutet  werden.  Betrachtet 
man  nun  nicht  die  Polynome  (1),  sondern  die  geraden  Linien, 
die  man  erhält,  wenn  man  diese  Polynome  gleich  Null  setzt, 
so  haben  wir  es  mit  Bewegungen  dieser  Geraden  zu  tun.  Die 
Invarianten  (5)  selbst  haben  dann  keine  geometrische  Bedeutung, 
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wohl  aber  ihr  Verschwinden.  Das  ist  nämlich  die  notwen- 
dige und  hinreichende  Bedingung  dafür,  daß  die  beiden  Ge- 
raden parallel  bzw.  senkrecht  zueinander  liegen;  diese  Eigen- 
schaften sind  aber,  wie  bereits  erwähnt,  invariant  gegenüber 
Bewegungen.  Der  Quotient  der  beiden  Invarianten  (5)  liefert 
den  Tangens  des  Winkels  zwischen  den  beiden  Geraden  —  eine 
geometrische  Invariante. 

Als  nächstes  Beispiel  wollen  wir  eine  Gerade  und  einen 
Punkt  betrachten.     Algebraisch  bedeutet   das,    daß  wir  es  mit 

dem  System 

(Äx  -{-  By  +  C 

zu  tun  haben,  welches  aus  einem  Polynom  und  einem  Paare 
von  Veränderlichen  besteht. 

Dabei  sollen  die  Koordinaten  (x^,  ^/i)  derselben  Transfor- 
mation unterworfen  werden  wie  die  Veränderlichen  (x,  y)^  oder 
wie  wir  (Erklärung  3  weiter  unten)  sagen  werden:  (Xy  y)  und 
(^1?  Vi)  sind  kogrediente  Veränderliche.  Unterwerfen  wir  dann 
das  System  (6)  einer  Transformation  der  Schar  (2),  so  erhalten 
wir  das  neue  System 

und  es  ist,  wie  man  durch  Ausrechnen  bestätigt: 
A'x^  -^  J5>/  +  (7'  =  Ax,  +  By,  +  C. 

Daher  nennen  wir  den  Ausdruck  Ax^ -{-  By^  -\-  C  eine 
Kovariante  des  Systems  (6).  (Erklärung  4  weiter  unten.)  Auch 
diese  Kovariante  hat  keine  selbständige  geometrische  Bedeutung, 
aber  ihr  Verschwinden  ist  die  notwendige  und  hinreichende 
Bedingung  dafür,  daß  der  Punkt  (x^^  y^  auf  der  Geraden 
Ax^By  -{■  C=^0  liegt. 

Das  eben  behandelte  Beispiel  gibt  Veranlassung  zu  fol- 
genden allgemeinen  Erklärungen: 

Erklärung  3.  Vereinbart  man,  sobald  von  den  nachstehenden 
Systemen  von  Veränderlichen 

{x,  y,z,.. .),     (^1, 2/i,  ^1,  . . .),     (^2. 2/2;  ^2;  ..•).••• 
irgend  eins  einer  Transformation  unterworfen  wird,  daß  auch  auf 
sämtliche  übrigen  Systeme  dieselbe  Transformation  ausgeübt  werden 

B  6 eher,  höhere  Algebra  7 


98  Kapitel  VII 


soll,  so  werden  diese  Systeme  von  Veränderlichen  als  Jcogredient 
bezeichnet 

Erklärung  4.  Bei  einem  System,  welches  aus  einer  Anzahl 
von  Polynomen  in  (x,  y,  z,  .  .  .)  und  einer  Anzahl  von  Systemen 
zu  (Xy  y,  z,  .  .  .)  Iwgredienter  Veränderlicher  Gesteht,  heißt  jede 
Funktion  der  Koeffizienten  dieser  Polynome  und  der  Jcogredienten  Ver- 
änderlichen eine  Kovariante  (genauer  eine  absolute  Kovariante) 
des  Systems  gegenüber  den  Transformationen  einer  Schar,  wenn 
sie  ungeändert  bleibt,  sobald  die  Veränderlichen  (x,  y,  z, .  .  .)  allen 
Transformationen  dieser  Schar  unterivorfen  werden. 

Invarianten  können  demnach  als  spezieller  Fall  der  Ko- 
varianten  angesehen  werden. 

Unter  den  geometrischen  Invarianten  gibt  es  solche,  die 
ihrer  Natur  nach  nur  ganzzahlige  Werte  annehmen  können; 
solche  wollen  wir  als  arithmetische  Invarianten  bezeichnen.  Ein 
Beispiel  für  eine  solche  ist  die  Zahl  der  Ecken  eines  Polygons; 
sie  ist  arithmetische  Invariante  sowohl  gegenüber  der  Gruppe  der 
Bewegungen  als  auch  gegenüber  der  Gruppe  der  nicht-singulären 
Kollineationen.  Ein  anderes  Beispiel  ist  die  größte  Zahl  reeller 
Schnittpunkte  einer  algebraischen  Kurve  mit  einer  Geraden;  sie 
ist  invariant  nur  gegenüber  nicht-singulären  reellen  KoUineationen. 

Diese  arithmetischen  Invarianten  spielen,  wie  wir  sehen 
werden,  auch  in  der  Algebra  eine  wichtige  Rolle.  Als  Beispiel 
erwähnen  wir  den  Grad  einer  Form;  er  ist  invariant  gegenüber 
allen  nicht-singulären  linearen  Transformationen.^) 

Übungen 

1.  Gegenüber  den  Transformationen  von  (2)  sind 

^1     Vi     1 

{x^  —  x^)^  +  (2/2  —  2/1)'  und      x^     2/2      1 

Kovarianten  des  Systems  {x^,y^),  {x^,y^),  {x^^y^)- 

2.  Gegenüber  den  Transformationen  von  (2)  sind  die  Ausdrücke 

A-\-C    und     B^  —  AC 
Invarianten  des  Polynoms 

Ax^  +  ^Bxy  +  Cy^  +  ^Bx  -j-2Ey-\-F. 
Ermittle  ihre  geometrische  Bedeutung! 

1)  Er  ist  tatsächlich  invariant  gegenüber  allen  linearen  Transfor- 
mationen mit  alleiniger  Ausnahme  der,  bei  welcher  sämtliche  Trans- 
formationskoeffizienten Null  sind. 
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8.  Gegenüber  den  Transformationen  von  (2)  ist  A^ -\- B^  eine  In- 
variante des  Polynoms 

Ax  +  By-]-C; 

ferner  ist 

Ax,  -]-By,-\-C 

eine  Kovariante  des  Systems  (6).    Ermittle  ihre  geometrische  Bedeutung ! 

29.  Äquivalenz.  Erklärung  1.  Bezeichnen  A  und  B 
zwei  geometrische  Gebilde  oder  zwei  algebraische  Ausdrücke  oder 
Systeme  von  solchen,  so  heißen  A  und  B  äquivalent  gegenüber 
den  Transformationen  einer  Schar  dann  und  nur  dann,  wenn 
es  in  der  Schar  eine  Transformation  gibt,  die  A  in  B  überführt, 
und  ebenfalls  eine,  die  B  in  A  überführt. 

Der  Begriff  der  Äquivalenz  zweier  Figuren  gegenüber  der 
Gruppe  der  Bewegungen  fällt  einfach  mit  dem  aus  der  Ele- 
mentarmathematik geläufigen  Begriff  der  Kongruenz  zusammen. 
Aus  Satz  2,  §  24  folgt  ferner,  daß  auf  einer  geraden  Linie 
zwei  Systeme  von  je  drei  getrennten  Punkten  gegenüber 
nicht  -  singulären  projektiven  Transformationen  stets  äqui- 
valent sind. 

Beide  Male  bilden  die  Transformationsscharen  eine  Gruppe. 
In  solchen  Fällen  läßt  sich  die  Erklärung  der  Äquivalenz  noch 
vereinfachen;  führt  nämlich  eine  Transformation  der  Gruppe  A  in 
B  über,  so  existiert  auch  die  inverse  Transformation,  die  B  in 
A  verwandelt,  und  gehört  ebenfalls  der  Gruppe  an: 

Satz.  Gegenüber  den  Transformationen  einer  Gruppe  sind 
A  und  B  dann  und  nur  dann  äquivalent,  tvenn  eine  Trans- 
formation der  Gruppe  A  in  B  verwandelt. 

Der  Satz  ist  deswegen  von  Wichtigkeit,  weil  die  Frage 
der  Äquivalenz  für  uns  nur  in  Betracht  kommen  wird,  wenn 
es  sich  um  Gruppen  von  Transformationen  handelt. 

Jetzt  wollen  wir,  um  eine  bestimmte  Vorstellung  zu  haben, 
eine  Gruppe  geometrischer  Transformationen  betrachten.  Sind 
zwei  Figuren  gegenüber  dieser  Gruppe  äquivalent,  so  ist  jede 
Invariante  der  ersten  Figur  gleich  der  entsprechenden  Invariante 
der  zweiten.  Sind  etwa  zwei  Dreiecke  äquivalent  gegenüber 
der  Gruppe  der  Bewegungen,  so  sind  alle  Seiten  und  Winkel 
des  einen  gleich  den  entsprechenden  Seiten  und  Winkeln  des 
zweiten.    Dasselbe  gilt  von  den  Höhen,  den  Seitenhalbierenden, 
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dem  Radius  des  einbescliriebeneii  Kreises  usw.,  die  ja  alle  In- 
varianten sind.  Eins  der  Hauptprobleme  der  Elementargeometrie 
bestellt  nun  darin,  aus  all  diesen  Invarianten  des  Dreiecks  eine 
mögliebst  geringe  Anzabl  berauszusucben,  deren  Gleicbbeit  die 
Äquivalenz  der  beiden  Dreiecke  zur  Folge  bat.  Dazu  genügt 
bekanntlich  die  Gleicbbeit  zweier  Seiten  und  des  eingescblossenen 
Winkels,  oder  die  zweier  Winkel  und  der  eingescblossenen  Seite, 
oder  die  Gleicbbeit  aller  drei  Seiten.  Man  spricbt  dann  von 
einem  vollständigen  Invariantensystem  eines  Dreiecks  gegenüber 
der  Gruppe  der  Bewegungen,  da  zwei  Dreiecke,  die  alle  In- 
varianten eines  solcben  Systems  gemeinsam  baben,  auch  in  allen 
übrigen  Invarianten  übereinstimmen.     Wir  erklären: 

Erklärung  2.  Eine  Schar  von  Invarianten  eines  geome- 
trischen Gebildes  oder  eines  algebraischen  Ausdrucks  bildet  ein 
vollständiges  Invariantensystemj^)  wenn  zwei  Figuren  bsiv. 
Ausdrücke,  die  diese  Invarianten  gemeinsam  haben,  äquivalent  sind. 

Aus  dieser  Erklärung  folgt,  daß  alle  Invarianten  einer 
Figur  oder  eines  algebraiscben  Ausdrucks  durcb  ein  vollständiges 
Invariantensystem  eindeutig  bestimmt  sind. 

Scbließlicb  wollen  wir  nocb  einen  Blick  auf  die  Anwendung 
der  Begriffe  der  Invarianten  und  der  Äquivalenz  auf  Matrices 
werfen.  Wir  betracbten  Matrices  der  w*®^  Ordnung^)  und  ver- 
wenden Transformationen  von  folgender  Form: 

(1)  aAh  =  B, 

die  die  Matrix  A  in  die  Matrix  B  verwandeln,  wobei  a  und 
h  irgend  welcbe  nicbt-singuläre  Matrices  n^^^  Ordnung  bedeuten. 
Die  Transformation  soU  durcb  das  Symbol  (a,  h)  bezeichnet 
werden,  wobei  diese  Symbole  sieb  offenbar  nacb  folgender  Formel 
zusammensetzen : 

(«2;  ^2)  («1;  ^)  =  («2«i;  ^ih)' 

1)  In  der  klassischen  Theorie  der  algebraischen  Invarianten  wird 
dieser  Ausdruck  in  einem  etwas  anderen,  engeren  Sinne  gebraucht. 
Dort  hat  man  es  mit  ganzen  rationalen  relativen  Invarianten  (§  31)  zu 
tun.  Unter  einem  vollständigen  System  solcher  Invarianten  eines  Systems 
algebraischer  Formen  versteht  man  dann  eine  Schar  von  Invarianten, 
durch  die  jede  Invariante  dieser  Art  des  Systems  rational  und  ganz  aus- 
gedrückt werden  kann.     Vgl.  etwa  Clebsch,  Binäre  Formen,  S.  109. 

2)  Man  kann  sich  dabei  ganz  auf  Matrices  mit  reellen  Elementen 
beschränken. 
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Aus  dieser  Formel  folgt  nun  leicht,  daß  die  betrachteten 
Transformationen  eine  Gruppe  bilden. 

Nach  unserer  allgemeinen  Erklärung  der  Äquivalenz  müssen 
demnach  zwei  Matrices  A  und  B  dann  und  nur  dann  als  äqui- 
valent bezeichnet  werden,  wenn  es  zwei  nicht-singuläre  Matrices 
a  und  b  gibt,  die  der  Gleichung  (1)  genügen. 

Daß  diese  Erklärung  der  Äquivalenz  auf  dasselbe  hinaus- 
kommt wie  die  frühere,  sieht  man  aus  Übung  1,  §  25. 

30.  Der  Rang  eines  Systems  von  Punkten  oder 
eines   Systems   linearer   Formen   als   Invariante.     Es 

seien  {x^  :  ^i  :  -^i  :  ^i),  (x^  '-y^'^^''  Qy  fe  '  Vs  -  ^3  •  h)  irgend 
drei  getrennte  Punkte  auf  einer  Geraden,  so  daß  also  der  Rang 
der  Matrix 

1  Vi    ^1     h 

2  2/2     ^2     h 

3  2/3     ^3      "^3 

zwei  beträgt.  Unterwirft  man  jetzt  den  Raum  einer  nicht- 
singulären  Kollineation,  so  erhält  man  drei  ebenfalls  getrennte 
Punkte,  die  wieder  auf  einer  Geraden  liegen,  so  daß  der  Rang 
ihrer  Matrix  wieder  zwei  beträgt.  In  diesem  Falle  bleibt  also 
der  Rang  des  Punktesystems  bei  nicht- singulären  Kollineationen 
erhalten. 

Ferner  seien 

a^x  -{-  \y  -f  c^z  -f-  d^t  =  0, 

a^x  +  l^y  -f  c^z  +  d^t  =  0, 

(^3^  +  hy  +  o^z  +  d^t  =  0, 

a^x  -f  h^y  +  c^z  -\-  dj  =  0 

vier  Ebenen,  die  nur  einen  einzigen  Punkt  gemeinsam  haben, 
so  daß  also  der  Rang  ihrer  Matrix  drei  beträgt.  Vermöge 
einer  nicht -singulären  Kollineation  gewinnen  wir  aus  ihnen 
vier  neue  Ebenen,  die  wieder  nur  einen  einzigen  Punkt  ge- 
meinsam haben,  so  daß  der  Rang  der  Matrix  ihrer  Koeffizienten 
ebenfalls  drei  ist.  Er  ist  also  bei  jener  Kollineation  erhalten 
geblieben. 

Diese  beiden  Tatsachen  sollen  jetzt  allgemein  ausgesprochen 
werden: 


102  Kapitel  VE 


Satz  1.     Der  Bang  der  Matrix  der  m  Punkte 

a;,m,  ^/J, . . .  a;/i  (»  =  1,2,...»«) 

ist   eine  Invariante  gegenüber  nicht -singulären  linearen   Trans- 
formationen. 

Die  nicht -singulare  lineare  Transformation 

Xi  =  c^^x^  +  •  •  •  +  c^^x^ 


(1) 


möge  die  Punkte  (x^^'\  .  .  .  x/^)  in  die  Punkte  {X^^'\  .  .  .  XJ-'^) 
überführen.  Irgend  Je  von  den  Punkten  (x^^^\  . .  .  xj-*'^),  etwa 
die  ersten  Je,  seien  linear  abhängig.  Dann  gibt  es  h  Konstante 
(c^j  .  .  .  Cj^y  die  nicht  sämtlich  verschwinden  und  die  Gleichungen 
erfüllen: 

(2)  c,x;+c,x;'+---  +  c,xl''^  =  0,     (i=l,2,...»). 

Nun  wird  aber  durch  die  Transformation  (1) 

und  daher 

c,  X;  +  c,  X;  +■■■  +  €,  Xp  =  cj,  {c,  X,'  +  c,x,"+---  +  c,x,m)  + 
■■■  +  CjSci<+e,Xn"  +  ■■■  +  c,xm)     (i  =  l,2,...w). 

Dieser  Ausdruck  verschwindet  aber  infolge  von  (2),  und  da- 
her sind  die  ersten  Je  Punkte  (X^^'"^,  . . .  XJ-''^)  linear  abhängig. 
Da  die  Transformation  (1)  nicht-singulär  ist,  ist  es  gleichgültig, 
welches  Punktesystem  man  als  ursprüngliches  ansieht.  Somit 
ist  gezeigt,  daß  wenn  irgend  Je  Punkte  des  einen  Systems  linear 
abhängig  sind,  die  entsprechenden  Je  Punkte  des  anderen  Systems 
es  ebenfalls  sind. 

Ist  nun  der  Rang  der  Matrix  der  x  gleich  r,  so  ist  wenigstens 
ein  System  von  r  Punkten  x  linear  unabhängig,  aber  jedes 
System  von  (r  -j-  1)  Punkten  x  linear  abhängig.  Das  gleiche 
gilt  für  die  Punkte  X,  so  daß  also  ihre  Matrix  ebenfalls  den 
Rang  r  besitzt. 

Satz  2.     Der  Rang  der  Matrix  von  m  linearen  Formen 

ist  eine  Invariante  gegenüber  nicJit- singulären  linearen  Trans- 
formationeit. 


31.    Relative  Invarianten  und  Ko Varianten 
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Wir  überlassen  den  Beweis  dieses  Satzes,  der  ganz  ent- 
sprechend dem  vorangegangenen  geführt  wird,  dem  Leser. 

Die  Invarianten,  die  in  diesem  Abschnitt  aufgetreten  sind, 
sind  arithmetische  Invarianten. 

31.     Relative  Invarianten  und  Eovarianten.     Wir 

betrachten  ein  System  von  n  linearen  Formen  in  n  Veränder- 
lichen: 

'^11^1  +  «12^2  H f-ö^ln^n 

0^21  ^i  ~r  <^22  "^2  ~r   ■  *  '   "F  ^2  ra  "^n 


(1) 


Wal^l  +  ^n2^2  +  *  "  *  +  a,„^„ 


Erklärung  1.     Die  Determinante 


a,,  .  .  .  a. 


heißt  die  Resultante  des  Systems  (1). 

Jetzt  unterwerfen  wir  das  System  (1)  der  linearen  Trans- 
formation 


(2) 


Dadurch  ergibt  sich  das  neue  Formensystem 


(3) 


wobei 


O'ij  =  O'il  Cij  -f  ttf  2  ^2;  -f  •  •  •  -f  ain  Cnj 

gesetzt  ist.     Aus  diesen  Gleichungen  schließen  wir  auf  Grund 


des  Multiplikationssatzes  für  Matrices: 


a,,  .  .  .  a. 


In 


C-tt  .  .  .  Cf 


(4) 


a«i  .  .  .  a^ 
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Dies  Ergebnis  sprechen  wir  folgendermaßen  aus: 

Satz  1.  Wird  ein  System  von  n  linearen  Formen  in  n  Veränder- 
lichen von  der  Matrix  a  einer  linearen  Transformation  von  der  Matrix 
c  unterworfen,  so  besitzt  das  transformierte  System  die  Matrix  ac}) 

Gehen  wir  auf  beiden  Seiten  von  (4)  zu  den  Determinanten 
über,  so  zeigt  sich,  daß  die  Resultante  von  (1)  keine  absolute  In- 
variante ist.  Sie  wird  aber  bei  linearer  Transformation  nur  in  sehr 
einfacher  Weise  geändert;  sie  wird  eben  mit  der  Transformations- 
determinante multipliziert.  Das  veranlaßt  zu  folgender  Erklärung: 

Erklärung  2.  Eine  rationale  Fmiktion^)  der  Koeffizienten 
einer  Form  oder  eines  Systems  von  Formen,  die  sich  nur  mit  der 
^ten  Pofß^^z  der  Transformationsdeterminante  (^  eine  ganze  Zahl)^) 
multipliziert,  wenn  diese  Formen  irgend  einer  nicht -singulären 
linearen  Transformation  untertvorfen  werden,  heißt  eine  relative 
Invariante  vom  Gewicht  ^  der  Form  oder  des  Formensystems. ^) 
Die  Formen  seihst  heißen  dann  Grundformen. 

Absolute  Invarianten  sind  danach  einfach  relative  Invarianten 
vom  Gewicht  Null. 

Die  oben  bewiesene  Eigenschaft  der  Resultante  kann  jetzt 
einfacher  ausgesprochen  werden: 

Satz  2.  Die  Resultante  eines  Systems  von  n  linearen  Formen 
in  n  Veränderlichen  ist  eine  relative  Invariante  vom  Gewicht  Eins. 

In  entsprechender  Weise  verallgemeinern  wir  jetzt  den  Be- 
griff der  Ko Varianten: 

Erklärung  3.  Eine  rationale  Funktion  der  Koeffizienten 
eines  Systems  von  Formen  in  n  Veränderlichen  und  der  Ko- 
ordinaten einer  Anzahl  von  Punkten  (2/1?  •..«/«)?  fe?  •••  "^n)?  ••  •? 

1)  Es  ist  wohl  darauf  zu  achten,  daß  in  Satz  1  und  Erklärung  2 
die  lineare  Transformation  in  der  Gestalt  (2)  gegeben  sein  muß,  m.  a. 
W.,  es  sollen  die  x  vermöge  der  x'  ausgedrückt  werden,  nicht  umgekehrt. 

2)  Außer  diesen  rationalen  Invarianten  kann  man  auch  irrationale 
betrachten  (§  90),  wobei  der  Exponent  (i  nicht  notwendig  eine  ganze  Zahl 
zu  sein  braucht. 

3)  Die  hier  gemachte  Voraussetzung,  daß  fi  eine  ganze  Zahl  sein 
soll,  läßt  sich  entbehren,  da  sie  bewiesen  werden  kann.  Der  Beweis 
ist  einfach,  wenn  gezeigt  werden  soll,  daß  /t  kein  Bruch  ist.  Daß  fi  nicht 
irrational  oder  komplex  sein  kann,  läßt  sich  auf  rein  algebraischem  Wege 
nicht  nachweisen. 

4)  Jede  relative  Invariante  ist  danach  absolute  Invariante  gegenüber 
linearen  Transformationen  von  der  Determinante  -[-  1.  Vgl.  des  weiteren 
Übung  7,  §  81. 
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die  sämtlich  hogredient  mit  den  Veränderlichen  {x^,  .  .  .  x^  der 
Formen  transformiert  iv erden,  heißt  eine  relative  Kovariante 
vom  Gewicht  [i  des  Systems  dieser  Formen  und  Punkte,  wenn 
sie  sich  nur  mit  der  ^^^"  Potenz  (^  eine  ganze  Zahl)  der  Trans- 
formationsdeterminante ^)  multipliziert,  sohald  die  (x^,  .  .  .  x^)  einer 
nicht-singulären   linearen  Transformation   unterworfen   werdend) 

Die  Invarianten  können  als  Grenzfall  der  Kovarianten  an- 
gesehen werden,  für  den  die  Anzahl  der  Punkte  Null  beträgt. 
Der  andere  Grenzfall  ist  der,  wo  die  Anzahl  der  Formen  Null 
ist.     Für  diesen  Fall  haben  wir  den  Satz: 

Satz  3.     Die  Determinante 


ist  eine  relative  Kovariante  vom  Gewicht  —  1   des  Systems  der 
Punkte 

«,,..x;),  «;...o,---K'"',---^„"")- 

Denn  bei  Ausführung  der  Transformation 

^1   =^11^1   +  •••   +(^ln^n> 


haben  wir: 


^n=<^nl^l  +  ---  +  (^nn^n 


^11^/     +'-'+(^ln^n      "-^nl^l      +-"  +  ^««^n' 


^,t«]. . .  ^„w  j       c,,X,t«]+ ...  +  c,„XJ«3...  ,^^X,w+  -  +  c«Ät-^ 


^11- 

•(^m 

X/.. 

•  ^; 

c«l- 

■•<^nn 

X^w.  . 

•  ^„^"^ 

1)  Vgl.  Fußnote  1  zu  Seite  104. 

2)  In  den  meisten  Büchern  vrerden  bei  Behandlung  der  Kovarianten 
dieselben  Buchstaben  (ic^ , .  . .  ^„)  für  einen  Punkt  und  die  Veränderlichen 
der  Formen  benutzt.  Dem  steht  nun  allerdings  nichts  im  Wege,  und  zu- 
weilen ist  es  auch  zweckmäßig.  Wir  ziehen  aber  vor,  es  ausdrücklich 
durch  die  Bezeichnung  anzudeuten,  daß  die  Veränderlichen  der  Formen 
mit  den  Koordinaten  der  Punkte  weiter  keinen  Zusammenhang  besitzen, 
als  daß  sie  kogredient  sind. 
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oder: 


1  n 


.  C 


In 


Ein  anderer  sehr  einfacher  Fall  ist  der,  wo  wir  es  nur  mit 
einer  einzigen  Form  und  einem  einzigen  Punkte  zu  tun  haben. 

Satz  4.  JDas  System,  welches  aus  der  Form  f{x^,  . .  .  ^ J 
und  dem  Punkte  (y^,  .  . .  yj  besteht,  besitzt  gegenüber  linearen 
Transformationen  die  absolute  Kovariante 

f{yi>---yn)' 

Denn    schreiben  wir  f  etwas   ausführlicher  in  der  Gestalt 

/  V^i ,  «-2 , .  .  . ;  rz^i ,  .  .  .  x^ , 

wo  »1,  «2,  .  .  .  die  Koeffizienten  von  f  sind,  so  haben  wir  nach 
der  Transformation 

wenn  a^,  a^, .  .  .  die  Koeffizienten  der  transformierten  Form 
sind.  Da  diese  Identität  für  sämtliche  x  gilt,  so  bleibt  sie 
auch  richtig,  wenn  die  x  durch  die  y  ersetzt  werden.  Dann 
gehen  aber,  da  die  x  und  y  kogredient  sind,  die  x'  in  y'  über, 
und  es  ist  demnach,  wie  zu  beweisen  war: 

/•(«/,  a,', .  .  . ;  2//, .  .  .  tjj  =  /•(«!,  «2;  •  •  • ;  2/n  •  •  •  2/„)  •  — 

Die  drei  angeführten  Beispiele  von  Invarianten  und  Ko- 
varianten  stellen  sämtlich  Polynome  in  den  Koeffizienten  der 
Formen  und  den  Koordinaten  der  Punkte  dar. 

Solche  invariante  Funktionen  wollen  wir  als  ganse  rationale 
Invarianten  und  Kovarianten  bezeichnen.^) 

Satz  5.  Das  Gewicht  einer  ganzen  rationalen  Invariante 
hann  nicht  negativ  sein.^) 

Es  seien  a^,  «2,  .  .  .  5  &i,  ^2?  •  •  •  5  •  •  •  <iie  Koeffizienten  der 
Formen  im  System  und  c-j  die  Transformationskoeffizienten, 
Die  Koeffizienten  a^\  a.^,  .  .  . ;  &/,  b^, .  .  .-^ . .  .  der  transformierten 


1)  Alle  rationalen  Invarianten  und  Kovarianten  können  als  Quo- 
tienten solcher  dargestellt  werden,  die  rational  und  ganz  sind.  Vgl. 
Übungen  4,  5,  §  78. 

2)  Es  kann  auch  nicht  gleich  Null  sein.     Vgl.  Satz  5,  §  79. 
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Formen  sind  Polynome  in  den  a,  h,  .  .  .  und  den  c^j.    Jetzt  sei 
/  eine  ganze  rationale  Invariante  vom  Gewicht  ^, 

i(a,\  <, .  •  • ;  \\  W,  •••;•••)  =  c^-^(ö^i.  «2;  •  •  • ;  ^i;  ^2;  •  •  • ;  •  •  •). 

wo  c  die  Transformationsdeterminante  bedeutet.     Wäre  nun  ^ 
negativ^  etwa  gleich  —  1/,  wo  v  positiv  ist,  so  hätten  wir: 

(5)       C/K;  a,\ . . .;  W  h,\  •••;•••)  =  ^Kr  *  -,  ^,  •  •  •; '  •  0  • 

Nach  dem  soeben  gegebenen  Beweis  gilt  diese  Gleichung 
für  sämtliche  Werte  der  c.jy  für  die  c  =4=  0  ist.  Da  nun  die 
Ausdrücke  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  (5)  Polynome  in 
den  ttj  b,  .  .  .  und  den  c-j  sind,  schließen  wir  auf  Grund  von 
Satz  5,  §  2,  daß  die  Gleichung  eine  Identität  ist. 

Jetzt  legen  wir  den  a,hj .  .  .  irgend  welche  konstanten 
Werte  bei,  so  daß  /(ö^i,  .,.;  &i,  ...;...)  4=  ö  ist.  Dann  ist 
I{ci^,.  .  . ;  ?>/,...;...)  ein  Polynom  in  den  c.^  allein,  welches 
nach  (5)  nicht  identisch  verschwinden  kann.  Die  Identität  (5) 
nimmt  also  eine  Gestalt  an,  durch  die  ausgesagt  wird,  daß  das 
Produkt  zweier  Polynome  in  den  c^^  konstant  ist.  Das  ist  aber 
unmöglich,  da  das  erste  dieser  Polynome  c^  einen  Grad  besitzt, 
der  höher  als  Null  ist. 

Von  jetzt  an  wollen  wir  unter  den  Ausdrücken  Invariante 
und  Kovariante  immer  solche  in  hemg  auf  alle  nicM-singulären 
linearen  Transformationen  verstehen. 

Wenn  Invarianten  oder  Kovarianten  in  bezug  auf  andere 
Scharen  von  Transformationen  gemeint  sind,  etwa  gegenüber 
reellen  linearen  Transformationen,  so  soll  das  immer  ausdrück- 
lich ausgesprochen  werden. 

Zum  Schlüsse  woUen  wir  die  geometrische  Bedeutung  an- 
geben, die  mit  den  in  diesem  Abschnitt  erwähnten  Invarianten 
und  Kovarianten  verknüpft  ist,  wobei  wir  ims  auf  den  Fall  von 
vier  Veränderlichen  beschränken  werden.  Das  Verschwinden  der 
Resultante  von  vier  linearen  Formen  ist  die  notwendige  und 
hinreichende  Bedingung  dafür,  daß  die  vier  Ebenen,  die  durch 
NuUsetzen  dieser  Formen  entstehen,  durch  einen  Punkt  hin- 
durch gehen. 

Das  Verschwinden  der  Kovariante  in  Satz  3  ist  die  not- 
wendige und  hinreichende  Bedingung  dafür,  daß  die  vier  Punkte 
in  einer  Ebene  liegen.  Endlich  verschwindet  die  Kovariante 
von  Satz  4  dann  und  nur  dann,   wenn  der  Punkt  (2/1  ^ 2/2- 2/3 '^4) 
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auf  der  Fläche  /*  =  0  liegt.    In  aU  diesen  Fällen  sind  wir  dem- 
nacli  auf  projektive  Eigenschaften  geführt;  vgl.  §§  80,  81. 

32.     Einige    Sätze   über   lineare   Formen.     Satz  l. 

Zwei  Systeme  von  n  linearen  Formen  in  n  Veränderlichen  sind 
äquivalent  gegenüber  nicJit-singulären  linearen  Transformationenj 
wenn  heine  der  beiden  Resultanten  verschwindet. 
Die  beiden  Systeme  seien: 

'ö^ii^i  +  •  •  •  +  %„^„  {K^i  +  •••  +  hA 


(1) 


(2) 


Ihre  Resultanten 


^^«i^i+---  +  ^„„^. 


a..  .  .  .  a. 


a  = 


6  = 


&11 . .  .  2>i„ 

Kl"  •  Kn 


sind    nach    Voraussetzung   beide    von   Null    verschieden.      Die 
Transformationen 


a  { 


<==«ii^i  +  ---  +  «i„^„ 


führen  beide  Systeme  über  in  die  Normalform 


<=^ni^i +  •••  +  &„  A 


(3) 


x„ . 


Da  nun  weder  a  noch  b  Null  ist,  liefern  die  Transfor- 
mationen a  und  b  inverse  Transformationen,  die  (3)  in  (1) 
bzw.  (2)  zurück  verwandeln.  Die  Transformation  b~^a  führt 
also  (1)  in  (2)  über. 

Satz  2.  Die  einzigen  ganzen  rationalen  Invarianten  eines 
Systems  von  n  linearen  Formen  in  n  Veränderlichen  sind  kon- 
stante Multipla  von  Potenzen  der  Resultante.^) 


1)  Außerdem   besitzt   das   System   die   in    Satz   2,    §   30    erwähnte 
arithmetische  Invariante. 
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Es  sei  c  die  Determinante  einer  nicht-singulären  linearen 
Transformation,  die  das  System  (1)  von  der  Resultante  a  über- 
führt in 

a^^xl  -I h  ainOCn 

(4) 


Bezeichnen   wir   die   Resultante    des    Systems   (4)    mit   a, 

so  ist 

a  =  ac. 

Ist  nun  /(%!,  •  •  •  a^J  eine  ganze  rationale  Invariante  vom 
Gewicht  ^  des  Systems  (1),  und  setzt  man 

r  =  I(a^^,  •  •  •  ann)f 
so  ist 

r  =  c"i. 

Jetzt  nehmen  wir  für  den  Augenblick  <2  +  0  an  und  betrachten 
die  besondere  Transformation,  die  (1)  in  (3)  überführt.  In 
diesem  speziellen  FaUe  ist  a  =  1,  also  auch  ac  =  1.  Bezeich- 
nen wir  den  konstanten  Wert,  den  T  in  diesem  besonderen 
FaUe  hat,  mit  k,  so  ist 

oder 

(5)  I=h'a\ 

Diese  Gleichung,  in  der  Je  von  den  Koeffizienten  a.j  unab- 
hängig ist,  ist  aber  nur  für  solche  Werte  der  a.j  abgeleitet, 
für  die  a  =\=  0  ist.  Da  fi  aber  nach  Satz  5,  §  31  nicht  negativ 
ist,  können  wir  jetzt  schließen,  daß  die  Gleichung  (5)  eine 
Identität  ist  (Satz  5,  §  2).  Damit  ist  also  bewiesen,  daß  I  sich 
nur  durch  einen  konstanten  Faktor  von  einer  Potenz  der 
Resultante  unterscheidet. 

Zusatz.  Ein  System  von  m  linearen  Formen  in  n  Ver- 
änderlichen hat,  wenn  m<n  ist,  {außer  Konstanten)  Iceine  ganzen 
rationalen  Invarianten. 

Denn  eine  solche  Invariante  müßte  auch  eine  ganze  ratio- 
nale Invariante  des  Systems  von  n  linearen  Formen  sein, 
welches  man  durch  Hinzufügung  von  n  —  m  neuen  Formen 
zu  dem  gegebenen  System  erhält,  und  daher  ein  konstantes 
Vielfache  einer  Potenz  der  Resultante  dieses  neuen  Systems. 
Diese   Potenz   hat    den  Exponenten  Null,    und   die   Invariante 
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kann  nur  eine  Konstante  sein,  weil  sie  sonst  die  Koeffizienten 
der  hinzugefügten  Formen  enthielte  und  daher  keine  Invariante 
des  ursprünglichen  Systems  wäre. 

Übungen 

1.  Zwei  Systeme  von  n  -\-l  linearen  Formen  in  n  Veränderlichen, 
deren  Matrices  beide  vom  Range  n  sind,  sind  dann  und  nur  dann  äqui- 
valent gegenüber  nicht-singulären  linearen  Transformationen,  wenn  alle 
Resultanten  von  je  n  Formen  des  einen  Systems  proportional  sind  zu 
den  entsprechenden  Resultanten  des  andern  Systems. 

2.  Verallgemeinere  den  vorhergehenden  Satz. 

3.  Jede  ganze  rationale  Invariante  eines  Systems  von  m  linearen 
Formen  in  n  Veränderlichen  (w  ^  n)  ist  ein  homogenes  Polynom  in  den 
Resultanten  von  je  n  dieser  Formen. 

4.  Die  Sätze  dieses  Abschnitts  und  auch  die  drei  Übungen  sollen 
auf  den  Fall  übertragen  werden,  wo  das  System  linearer  Formen  durch 
ein  System  von  Punkten  ersetzt  wird. 

33.   Doppelverhältuis.    Harmonische  Teilung.     Auf 

einer  Geraden  sind  irgend  vier  getrennte  Punkte  gegeben: 
(1)  {x,  :  t,\  (^2  :  Q,  (x^  :  ^3),  (x^  :  Q. 

Nach  Satz  3,  §  31  ist  jede  der  sechs  Determinanten 

eine  Kovariante  vom  Gewicht  —  1.  Der  Quotient  zweier 
dieser  Determinanten  ist  also  eine  absolute  Kovariante,  und 
nach  Analogie  der  in  Übung  1,  §  28  erwähnten  absoluten 
Ko Varianten  könnte  man  erwarten,  daß  sie  eine  geometrische 
Bedeutung  hat.  Daß  das  hier  aber  nicht  der  Fall  ist,  sieht 
man  sofort,  wenn  man  bedenkt,  daß  so  ein  Quotient  seinen 
Wert  ändert,  wenn  die  Koordinaten  eines  Punktes  mit  ein  und 
demselben  nicht-verschwindenden  Faktor  multipliziert  werden, 
wobei  der  Punkt  bekanntlich  seine  Lage  beibehält. 

Man  bildet  deshalb  eine  neue  absolute  Kovariante  der  vier 
Punkte  (1):^) 

1)  Die  Umkehrung  des  Vorzeichens  beim  zweiten  Faktor  des 
Nenners  ist  nicht  wesentlich,  aber  aus  einem  Grunde  üblich,  den  wir 
sogleich  einsehen  werden. 


33.    Doppelverhältnis  111 


r 

I 


und  nennt  sie  das  Boppelverhältnis  der  vier  PunMe  1,  2,  3,  4 
(in  dieser  Reihenfolge).^) 

Um  die  geometrische  Bedeutung  des  Doppelverhältnisses 
von  vier  Punkten  zu  ermitteln,  setzen  wir  zunächst  voraus, 
daß  die  vier  Punkte  im  Endlichen  gelegen  sind,  so  daß  also 
iihhh^^^  ist.  Dann  können  wir  das  Doppelverhältnis  (1, 2,  3, 4) 
in  den  inhomogenen  Koordinaten  X^  dieser  Punkte   darstellen: 

^^^  ^^'  ^'  "^^  ^^  ~  (X,  -  X,)  (X,  -  X,) 

Schließlich  können  wir  auch  schreiben,  wenn  wir  die 
Punkte  mit  P^,  Pg,  P3,  P4  bezeichnen: 

Man  gewinnt  also  das  Doppelverhältnis  von  vier  im  Endlichen 
gelegenen  Punkten,  indem  man  die  Teilverhältnisse  bildet,  in 
welche  der  zweite  und  der  vierte  Pankt  die  Strecke  zwischen 
dem  ersten  und  dritten  teilt,  und  dann  diese  Teilverhältnisse 
durcheinander  dividiert.  Man  kann  auch  so  verfahren,  daß  man 
die  Strecke  zwischen  dem  zweiten  und  vierten  Punkte  durch 
den  ersten  und  durch  den  dritten  Punkt  teilt  und  dann  wieder 
die  Teilverhältnisse  durcheinander  dividiert.  Dabei  haben  wir 
als  Teilverhältnis,  in  welches  der  Punkt  C  die  Strecke  AB 
teilt,  den  Bruch  ACiBC  genommen,  so  daß  es  negativ  ist, 
wenn  C  zwischen  Ä  und  B  liegt,  positiv,  wenn  die  Strecke 
von  außen  geteilt  wird. 

Unter  dieser  Voraussetzung  kann  man  nun  sagen,  der  un- 
endlich ferne  Punkt  der  Geraden  durch  A  und  B  teile  die 
Strecke  AB  ins  Verhältnis  +1;  je  weiter  sich  nämlich  der 
Punkt  C  auf  der  Geraden  entfernt,  desto  mehr  nähert  sich  das 
Teilverhältnis  dem  Werte  +  1.  Dann  folgt  aus  Formel  (3),  daß 
die  erste  Erklärung  von  (5)  noch  richtig  bleibt,  wenn  der  zweite 
oder  vierte  Punkt  im  Unendlichen  liegt;  die  zweite  Erklärung 
von  (5)  paßt  noch,  wenn  der  erste  oder  dritte  Punkt  im  Un- 
endlichen liegt.  Somit  haben  wir  in  allen  FäUen  eine  einfache 
geometrische  Bedeutung  des  Doppelverhältnisses  von  vier  ge- 
trennten Punkten  einer  Geraden  ermittelt. 

1)  Werden  die  vier  Punkte  in  anderer  Reihenfolge  genommen,  so 
erhalten  wir  andere  Doppel  Verhältnisse :  (1,  2,  4,  3),  (1,  4,  3,  2)  usw. 
Vgl.  Übung  1. 
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Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  der  FaU,  wo  die  vier 
Punkte  Pj,  Pg;  Pg,  P4  so  gelegen  sind^  daß  (1,  2,  3,  4)  =  —  1 
ist.     Dann  gelten  auch  die  Relationen: 

(1,  2,  3,  4)  =  (1,  4,  3,  2)  =  (3,  2,  1,  4)  =  (3,  4,  1,  2)  =  (2,  1,  4,  3) 
=  (2,  3,  4,  1)  =  (4, 1,  2,  3)  =  (4,  3,  2, 1)=  -  1 . 

Es  liegt  dann  also  ein  Zusammenhang  zwischen  denPunkte- 
paaren  F^,  P^  und  P^,  P^  vor^  auf  deren  Reihenfolge  es  nicht 
mehr  ankommt;  man  sagt,  diese  Punktepaare  trennen  sich 
harmonisch.  Aus  der  geometrischen  Bedeutung  des  Doppel- 
verhältnisses  folgt  dann:  zwei  im  Endlichen  gelegene  Punkte- 
paare P^y  Pg  und  P^,  P^  trennen  sich  dann  und  nur  dann 
harmonisch,  wenn  P^  und  P^  die  Strecke  P^P^  von  innen  und 
außen  in  dasselbe  Verhältnis  teilen,  oder,  was  auf  dasselbe 
hinauskommt,  wenn  Pj  und  Pg  die  Strecke  P2P4  von  innen 
und  außen  in  dasselbe  Verhältnis  teilen.  Liegt  Pg  oder  P^ 
im  Unendlichen,  so  hat  nur  die  erste  Hälfte  des  Satzes  Sinn; 
liegt  Pj  oder  Pg  im  Unendlichen,  so  ist  nur  die  zweite  Hälfte 
brauchbar. 

Fallen  drei  von  den  vier  Punkten,  etwa  P^^,  Pg,  Pg  zu- 
sammen, so  kann  man  die  Figur  der  vier  Punkte  noch  als 
Grenzfall  der  vorhergehenden  auffassen,  und  es  ist  üblich,  auch 
dann  noch  zu  sagen,  die  Punktepaare  trennen  sich  harmonisch: 

Erklärung.  Zwei  PunUepaare  Pj,  Pg  und  Pg,  P4  trennen 
sich  harmonisch,  wenn  sie  getrennt  liegen  und  das  Doppelver- 
hältnis (P^y  P^y  P^y  PJ  ==  —  1  isty  tthcr  ttuch ,  wenn  mindestens 
drei  der  vier  Punkte  zusammenfallen. 

Die  Eigenschaft  zweier  Punktepaare,  sich  harmonisch  zu 
trennen,  ist  eine  projektive  Eigenschaft  im  Räume  einer  Dimension. 

Die  wichtigsten  Anwendungen  findet  das  Doppelverhältnis 
in  der  Geometrie  der  Räume  von  zwei,  drei  oder  mehr  Dimen- 
sionen, wo  aber  die  Punkte  nicht  mehr  durch  zwei  homogene 
oder  eine  inhomogene  Koordinate  dargestellt  werden.  Liegen 
vier  getrennte  Punkte  P^,  Pg,  Q^y  Q2  auf  einer  Geraden  im 
Räume  von  drei  Dimensionen  und  sind  die  Koordinaten  von 
Pj  und  Pg  bzw.  (iCj :  y^:  z^:  t^)  und  (x^ :  2/2  •'  ^2  •  h)^  ^^  können 
die  Koordinaten  von  Q^  und  ^g  geschrieben  werden: 

(^1  +  ^^2  '  Vi  +  ^2/2  '  ^1  +  ^^2  '  k  +  ^h)f 
{x^  +  iix^  :  2/1  +  iiy^  :  ^1  +  ,a^g  :  t^  +  ^^g) . 
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Ist  nun 

(6)  Äx  -{-By  +  C^  +  m^O 

irgend  eine  Ebene  durch  Q^y  die  nicht  durch  Pg  geht,  so  ist 
{Äx,  +  By,  +  Cz,  +  Dt,)  +  X(Äx,  +  By,  +  C0,  +  DQ  =  0, 
oder,  da  Pg  nicht  auf  der  Ebene  (6)  liegt: 

In  inhomogenen  Koordinaten  ist  dagegen 

^Xg  +  5  r^  +  CZ2  +  j>  ""      t^  ' 

Sind  Piit^i  und  P2il^2  ^i®  I^^*®  "^^^  ^1  ^^^  ^2  ^^f  ^^i®  Ebene 
(6),  so  ist 

P,  Q,  ~  P,M,~  ÄX,  -^BY.  +  CZ.  +  B"         i,* 
Genau  ebenso  ergibt  sich: 

P,Q,  t,  ' 

Daher  ist 

P^Q^  .  P^Q.  _l 

Das  ist  das  Doppelverhältnis  der  vier  Punkte,  wenn  sie  in  der 
Reihenfolge  P^,  Q^^  P^,  Q^  genommen  werden. 

Die   angestellten   Betrachtungen   bleiben   im    wesentlichen 
richtig,  wenn  Q,   oder  Q^   im  Unendlichen  liegt;   das  Doppel- 
et 
Verhältnis  ist  auch  daun  noch  -. 

Liegt  einer  der  beiden  Punkte  Pj  und  Pg  im  Unendlichen, 
so  schreiben  wir  die  Koordinaten  von  Q,  und  Q^  in  folgender 
Weise: 

(?i  'Vi'ii  '^1)  u^d  Ä:%  :  ^2'  ^2)- 
Dann    können    die   Koordinaten   von   P^    bzw.   P^    geschrieben 
werden: 

(?i  —  ^2  :  ^1  —  ^2  •  &  -  ^2  :  ^1  —  '^2)  • 
Nach   dem  vorhin  Bewiesenen  ist   dann  -  das  Doppelver- 
hältnis   der   vier   Punkte   in    der   Reihenfolge    Q,,  P^,   Q^,  Pg. 
Dies  ist  aber   von   dem   vorhin  betrachteten  nicht  verschieden, 
und  somit  gilt  in  allen  Fällen: 

Bö  eher,  höhere  Algebra  8 
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Satz  1.     Das  JDoppelverhältnis  der  vier  getrennten  Tunläe 

^1     (^1  +  Xx^  :  2/1  +  I2/2  ••  ^1  +  ^^2  '  h  +  ^^2)? 

Ö2        (^1  +  f*^2  =  2/1   +  ^y2  '  h  H-  i^^2  :  ^1   +  i^^2)? 

in  der  'Reihenfolge  P^,  Q^^  Pg,  (^o  genommen,  ist  -. 

Jetzt  folgt  sofort: 

Satz  2.  Bas  Doppelverhältnis  von  vier  FimTde^i  einer  Ge- 
raden ist  eine  Invariante  gegenüber  nicht- singiäärefi  Kollineationen 
des  Raumes.'^) 

Denn  die  vier  Punkte  P^,  Pg,  Q^,  Q^,  von  denen  in  Satz  1 
die  Rede  war,  werden  durch  eine  nicht-singuläre  Koliineation 
übergeführt  in  die  vier  Punkte: 

P/     «:2//-V:V), 

P/     {x^  :  2/2'  :  z^' :  t^'), 

Q^     {x^'  +  Xx^  :  2//  +  Xy^  :  ^/  +  A^/  :  ^  +  A  V), 

Q2      (^1   +  ^^2  '  Vi  +  \^yi  '  ^1   +  ^^2  '  h  +  i^^2')? 
deren   Doppelverhältnis,   in   der   Reihenfolge   F^,  Q-^,  Pg',  ^32' 
genommen,  ebenfalls  gleich  -  ist. 

Entsprechende  Sätze  gelten  im  Falle  von  zwei,  und  allge- 
mein im  Falle  von  n  Dimensionen  und  können  ebenso  be- 
wiesen werden. 

Übungen 

1.  Wenn  wir  die  sechs  Determinanten  (2)  in  folgender  Weise  be- 

zpiciiiiGri  * 

(1,2),     (1,3),     (1,4),     (3,4),     (4,2),     (2,3), 

und  noch  setzen: 

^  =  (1,2)(3,4),     :B  =  (1,3)(4,2),     C==  (1,  4)(2,  3), 

so  können  aus  den  vier  Punkten  durch  Abänderung  ihrer  Reihenfolge 
immer  gerade  sechs  Doppelverhältnisse  gebildet  werden,  und  sie  sind 
gleich  den  entgegengesetzten  Werten  der  sechs  Quotienten,  die  man  aus 
J.,  B  und  C  bilden  kann. 

2.  Man  beweise  die  Gleichung 


1)  Dies  folgt  auch  aus  Übung  5,  §  24. 
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und  zeige,  daß,  wenn  %  eins  der  Doppelverhältnisse  ist,  die  übrigen 
die  Werte  haben : 

i   1-z   -^    ^^:i^   -A_. 

3.  Die  sechs  Doppelverhältnisse  von  vier  getrennten  Punkten  sind 
alle  voneinander  verschieden,  ausgenommen  nur  die  beiden  folgenden 
Fälle: 

(a)  wenn  die  vier  Punkte  harmonisch  liegen;  die  Doppelverhält- 
nisse haben  dann  die  folgenden  Werte:  — 1,  2,  ^. 

(|3)  wenn  die  Punkte  sich  in  „äquianharmonischer"  Lage  befinden. 
Dann  haben  die  Doppelverhältnisse  die  Werte  4^  +  i  V —  ^  ■ 

4.  Satz  2,  §  24  soll  bewiesen  werden  unter  Benutzung  der  Tatsache, 
daß  das  Doppelverhältnis  von  irgend  vier  Punkten  einer  Geraden  durch 
nicht- singulare  projektive  Transformationen  der  Geraden  nicht  geändert 
wird. 

5.  Unter  dem  Doppelverhältnis  von  vier  Ebenen,  die  eine  Gerade 
gemeinsam  haben,  versteht  man  das  Doppelverhältnis  der  vier  Punkte, 
in  welchen  diese  Ebenen  von  einer  geraden  Linie  getroffen  werden,  die 
zu  ihrer  gemeinsamen  Schnittkante  windschief  ist. 

Es  soll  zur  Rechtfertigung  dieser  Definition  gezeigt  werden,  daß 
das  Doppelverhältnis  der  vier  Schnittpunkte  jeder  Geraden,  die  zur 
Schnittkante  der  vier  Ebenen 

i>i  =  0,  2>i  +  ^i>2  =  0,  JP2  =  0,  p,  +  ^JP2  =  0 
windschief  ist,  mit  diesen  Ebenen  gleich  X/yi  ist.    p^  und  p^  bedeuten 
homogene  lineare  Polynome  in  den  ic,  y^  z,  t. 

6.  Das  Doppelverhältnis  von  vier  Ebenen,  die  sich  in  einer  Geraden 
treffen,  ist  invariant  gegenüber  nicht-singulären  KoUineationen. 

34.  Ebeuenkoordiuaten.  Kontragrediente  Verän- 
derliche. Bedeuten  u^,  ii^y  u^,  u^  Konstante,  die  nicht  sämt- 
licli  verschwinden,  so  stellt  die  Gleichung 

(1)  U^X^  +  %^2  +  %^3  +  ^'4^4  =  ^ 

eine  Ebene  dar,  wenn  x^y  x^y  x.^y  x^  die  homogenen  Koordi- 
naten eines  Punktes  im  Räume  sind.  Die  Werte  u  können,  da 
sie  die  Lage  dieser  Ebene  bestimmen,  als  Koordinaten  der 
Ebene  benutzt  werden.  Wir  wollen  daher  ebenso  wie  vom 
Punkte  {x^  :x^'.  x^:  x^  auch  von  der  Ebene  {u^  lu^:  u^:  u^ 
reden.  Die  Ebenenkoordinaten  sind  nämlich  auch  homogen, 
d.  i.  Multiplikation  sämtlicher  u  mit  ein  und  demselben  nicht 
verschwindenden  Faktor  bleibt  auf  die  Lage  der  Ebene  ohne 
Einfluß. 

Jetzt  setzen  wir  die  x  als  konstant  voraus  und  betrachten 
die   li  als  Veränderliche,    die   alle   mit   der   Gleichung  (1)   ver- 
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träglichen  Werte  annelinien  sollen.     Dann  stellt  die  Gleichung 

(1)  unzählig  viele  Ebenen  dar,  die  sämtlicli  durch  den  festen 
Punkt  (x^  :  x^i  x^  :  x^)  laufen,  wobei  jede  Ebene  durch  ein 
besonderes   Wertesystem  der  u  geliefert  wird. 

Die  Gleichung  (1)  kann  daher  als  die  Gleichung  eines 
Punktes  in  Ehenenlwordinaten  angesehen  werden,  denn  sie 
wird  durch  die  Koordinaten  einer  beweglichen  Ebene  erfüllt, 
die  diesen  Punkt  „einhüllt",  ebenso  wie  sie  bei  konstanten  u 
und  beweglichen  x  die  Gleichung  einer  Ebene  in  Punktkoor- 
dinaten ist,  da  sie  dann  durch  die  Koordinaten  eines  beweg- 
lichen Punktes  erfüllt  wird,  der  diese  Ebene  durchläuft.-^) 

Ebenso  wird  eine  homogene  Gleichung  höheren  Grades  in 
den  u  durch  die  Koordinaten  einer  beweglichen  Ebene  erfüllt, 
die  im  allgemeinen  eine  Fläche  umhüllt.  Die  Gleichung  heißt 
dann  die  Gleichung  dieser  Fläche  in  Ebenenkoordinaten.^) 

Jetzt  unterwerfen  wir  den  Raum  der  Kollineation 

e  x;  =  c,^x^  -f  c^^x^  +  c,^x^  +  c,^x^        {i  =  1, 2, 3, 4). 

Die  Determinante  c  sei  von  Null  verschieden.  Bezeichnen 
wir  die  algebraischen  Komplemente  der  Elemente  in  dieser 
Determinante  mit  C^p  so  kann  die  zu  c  inverse  Transformation 
dargestellt  werden: 

c- '     X,  =  ^x/  +  '^x^  +  ^^x^  +  ^fx;       {i  =  1, 2, 3, 4). 

Setzen  wir  diese  Ausdrücke  in  (1)  ein,  so  geht  die  Ebene 
über  in 

(2)  u^x^  -f-  u^oc^  +  '^^^z  +  ^4'^/  =  ö  7 


wo 


d        u!  =  %M.  +  %%  +  %»3  +  %%        {i  =  h  2, 3, 4). 


Auch  die  u  haben  also  eine  lineare  Transformation  erfahren, 
wenn  auch  eine  andere,  als  die  Xy  nämlich  die  Transformation, 
deren  Matrix  konjugiert  zu  c~^  ist  (Erklärung  2,  §  7).     Diese 


1)  Entsprechend  stellt  in  der  Ebene  die  Gleichung 

u^  Xi  -{-  u^x^  -\-  u^x^  =  0 
eine  gerade  Linie  in  den  Punktkoordinaten  (x^  :  x^  :  x^)  dar,  wenn  die  u 
konstant    sind,    oder    einen    Punkt   in    Geradenkoordinaten   («^^  :  w^  :  Wg), 
wenn  die  x  konstant  sind. 

2)  Ein  Beispiel  dafür  findet  man  in  §  53. 
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Transformation  d  in  Ebenenkoordinaten  ist  aber  nur  ein  an- 
derer Ausdruck  für  die  KoUineation,  die  wir  bis  dabin  durcb 
die  Transformation  c  in  Punktkoordinaten  dargestellt  baben. 
Die  beiden  Systeme  der  Veränderlicben  x  und  u  beißen  'kontra- 
grediente Veränderliehe : 

Erklärung  1.  Zwei  Systeme  von  je  n  Veränderlichen  heißen 
'kontragredient,  sodald  hei  einer  nicht-singulären  linearen  Trans- 
formation des  einen  das  andere  der  Transformation  unterliegt,  deren 
Matrix  konjugiert  ist  zur  inversen  Matrix  der  ersten  Transformation. 

Dieselben  Überlegungen  wie  vorhin  im  Falle  von  vier  Ver- 
änderlicben fübren  auf  den  Satz: 

Satz.  Werden  die  beiden  Systeme  kontragredienter  Ver- 
änderlicher x^, .  .  .  x^  und  u^,  .  .  .  u,^  durch  ein^  lineare  Trans- 
formation übergeführt  in  x^ , . .  .  x^  und  u^' , .  .  .  u^ ,  so  geht 
der  Ausdruck 

U^X^i-U^X^^ V^nX^ 

Über  in 

u^x;  +  H^^  H —  +  «•  0 

Im  Anscbluß  an  die  kontragredienten  Veränderlicben  pflegt 
man  den  Begriff  der  Kontravarianten  einzuführen,  genau  so  wie 
die  Kovarianten  im  Zusammenbang  mit  kogredienten  Veränder- 
licben auftraten.     Wir  erklären: 

Erklärung  2.  Hei  einem  System,  welches  aus  Formen  in 
(a?i , . . .  x^  und  aus  Veränderlichen  {u^, . . .  u^'),  (u^', . . .  u^'), . . . 
besteht,  die  m  den  x  kontra gredient  sind,  heißt  eine  rationale 
Funktion  der  u  und  der  Koeffizienten  der  Formen  eine  Kontra- 
variante  vom  Gewicht  ^,  wenn  sie  sich  bei  einer  nicht-singu- 
lären linearen  Transformation  der  x  bis  auf  die  ^*^  Potenz  der 
Transformationsdeterminante   reproduziert   (^   eine  ganze  Zahl). 

Der  Satz,  daß  die  Resultante  von  n  linearen  Formen  in 
n  Veränderlicben  eine  Invariante  vom  Gewicht  1  ist,  kann 
jetzt  ausgesprochen  werden:  Sind  die  n  Systeme  von  je 
n  Veränderlichen  (u/ ,... u^),  .  .  .  {u^j^^ ,... wt"])  sämtlich  kontra- 
gredient  zu  den  Veränderlichen  {x^,  .  .  .  x^),  so  ist  die  Deter- 
minante der  u  eine  Kontravariante  vom  Gewichte  1.^) 

1)  Dieser  Satz  gehört  eigentlich  in  die  Theorie  der  bilinearen 
Formen;  vgl.  nächstes  Kapitel. 

2)  Andere  Beispiele  von  Kontravarianten,  in  denen  auch  Koeffi- 
zienten vorkommen,  treten  in  Kap.  XII  auf. 
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Man  sieht,  daß  der  häufig  recht  zweckmäßige  Begriff  der  Kontra- 
varianten entbehrt  werden  kann,  da  kontragrediente  Veränderliche 
stets  als  Koeffizienten  linearer  Formen  angesehen  werden  können, 
wodurch  die  Kontravariante  in  eine  Invariante  verwandelt  wird. 

Das  gleiche  gilt  von  dem  noch  allgemeineren  Begriff  der 
gemischten  Konkomitanten  (oder  Zwischenformen),  in  denen 
außer  den  Koeffizienten  von  Formen  und  kontragredienten 
Veränderlichen  noch  Systeme  von  kogredienten  Veränderlichen 
auftreten;^)  er  reduziert  sich  auf  den  gewöhnlichen  Begriff  der 
Kovarianten,  wenn  die  kontragredienten  Veränderlichen  wieder 
als  Koeffizienten  linearer  Formen  angesehen  werden. 

35.  Linienkoordinaten  im  Räume.  Eine  Gerade  ist 
durch  zwei  ihrer  Punkte  (i/i  :  2/2  •  I/s  •  2/4)?  (^1  '  ^2 '-  ^3  '•  ^d  ^®' 
stimmt,  wobei  aber  offenbar  nicht  alle  acht  Koordinaten  zur 
Bestimmung  der  Geraden  nötig  sind.  Man  kann  vielmehr  als 
Linienkoordinaten  die  folgenden  sechs  Determinanten  benutzen: 

Pi2'  Pizj  Puy  Psi^  Pw  Pii  7 
dabei  bedeutet 

(')  '"-!':  '1- 

i       3 
Die  'p  sind  also  die  zweireihigen  Determinanten  der  Matrix 


2/2    2/3 


2/4 


2/1 

^1       '^2      '^'3 

abgesehen  von  dem  Umstand,  daß  das  Vorzeichen  der  Deter- 
minante, die  man  durch  Ausstreichen  der  ersten  und  dritten 
Kolonne  erhält,  abzuändern  ist.  Diese  sechs  p  sind,  wenn  die 
Punkte  y  und  z  getrennt  liegen,  nicht  alle  gleich  Null.  Sie 
sind  durch  die  Relation  verbunden: 

(2)  Pi2i>34  +  P13P42  +  i^l4i^23  =  0  ;  ') 

wie  man  erkennt,  wenn  man  die  verschwindende  Determinante 

Vi  2/2  2/3  2/4 


^2    ^3 
2/2    2/3 

Za         Zo 


1)  Ein  Beispiel  dafür  ist  der  Ausdruck  u^x^  -{■  u^x^  +  •  •  •  +  ^»^n'  ^^<i 
zwar  nach  dem  oben  aufgestelltenSatze  eine  a&soZwie  gemischte  Konkomitante. 

2)  Vgl.  Übung  2,  §  33. 
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nach  zweireihigen  Minoren  der  ersten  beiden  Reihen  ent- 
wickelt. 

Daß  die  p  wirklich  als  Linienkoordinaten  benutzt  werden 
dürfen,  ergibt  sich  aus  den  nachstehenden  beiden  Sätzen: 

Satz  1.  Für  eine  gegebene  Gerade  sind  die  Größen  p^j  bis 
auf  einen  ihnen  allen  gemeinsamen  von  Null  verschiedenen  will- 
Mrlichen  Faktor  eindeutig  bestimmt. 

Daß  alle  p  mit  einem  willkürlichen  von  Null  verschiedenen 
Faktor  multipliziert  werden  dürfen,  folgt  ohne  weiteres  aus  der 
Tatsache,  daß  man  die  Koordinaten  y  und  ^  der  beiden  Punkte, 
durch  die  die  Gerade  läuft,  mit  beliebigen  von  Null  verschie- 
denen Faktoren  multiplizieren  kann,  ohne  daß  die  Lage  dieser 
Punkte  sich  ändert. 

Es  ist  also  noch  zu  zeigen,  daß  die  p  zueinander  propor- 
tional bleiben,  wenn  man  von  den  y  und  ^  zu  irgend  zwei  an- 
deren getrennten  Punkten 

der  Geraden  übergeht.     Es  ist  dann 

Yi  =  c,y.  +  c,^„  Z.  =  h,y,  -f-  h,z,       (i  =  1,  2,  3,  4); 


=    ^    ^^    = 


^1  ^2|      2/i       ?/;• 


-^PiJ. 


WO  J^  4=  0,  da  Y  und  Z  getrennt  liegen. 

Satz  2.  Irgend  welche  sechs  Größen  p.j,  welche  der  Iden- 
tität (2)  genügen,  aber  nicht  alle  gleichzeitig  verschwinden,  können 
als  Koordinaten  einer  einsigen  geraden  Linie  benutzt  werden. 

Zunächst  können  sie  nicht  mehreren  Geraden  zugeordnet  sein. 
Stellen  sie  nämlich  eine  Gerade  dar,  so  können  auf  dieser  zwei 
getrennte  Punkte  y  und  z  angenommen  werden,  deren  Koordi- 
naten den  Relationen  (1)  genügen.  Setzen  wir,  um  eine  be- 
stimmte Vorstellung  zu  haben,  voraus,  es  sei  p^^  4=  0,  ^)  und 
betrachten  den  Punkt,  dessen  Koordinaten  die  Werte  q  «/^. -f- Cg  2',. 
haben.  Legen  wir  den  q  und  c^  zuerst  die  Werte  —  z^  und 
?/i,  dann  die  Werte  —  z^  und  y^  bei,  so  erhalten  wir  die  beiden 
Punkte 

(^) (Ö  •  P12  '  Pi3  '  Pu),   (P21  :  0  :  i)23  :  p^^) , 

1)  Der  Beweis  gilt  in  nur  wenig  abgeänderter  Form,  wenn  wenig- 
stens ein  p  von  Null  verschieden  ist. 
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wobei  p^^  ==  —  Pj.  gesetzt  ist.  Diese  beiden  Punkte  liegen  ge- 
trennt, da  für  den  ersten  die  erste  Koordinate,  nicht  aber  die 
zweite  verschwindet,  für  den  zweiten  Punkt  aber  die  erste  Ko- 
ordinate von  Null  verschieden  ist  und  die  zweite  verschwindet. 
Diese  Punkte  bestimmen  daher  die  Lage  der  Geraden,  und  da 
sie  durch  die  p  gegeben  sind,  ist  auch  die  Gerade  durch  die 
p  eindeutig  dargestellt. 

Es  bleibt  also  noch  zu  zeigen,  daß  irgend  sechs  Größen 
p.^y  die  der  Gleichung  (2)  genügen,  aber  nicht  sämtlich  Null 
sind,  wirklich  eine  Gerade  bestimmen.  Wir  nehmen  wieder 
jPi2  4=  ö  ^^^)  ^iid  betrachten  die  beiden  Punkte  (3),  die  dann 
getrennt  liegen.  Die  durch  sie  bestimmte  Gerade  hat  dann  die 
Linienkoordinaten 

Pi^y  Pi^PlZy  Pl2Puy    ~  P13P42  ~  PliP2S7  Pl2Pi2J  Pi2P23  ' 

Die  vierte  Koordinate  kann  nach  (2)  auch  geschrieben  werden 
P12PU7  ^^  ^^ß  ^^^  überall  den  Faktor  pj^^  fortlassen  dürfen  und 
damit  wirklich  eine  Gerade  gewinnen,  deren  Koordinaten  die 
gegebenen  p.j  sind. 

Bei  einem  systematischen  Ausbau  der  Geometrie  des  Raumes 
spielen  die  Linienkoordinaten  eine  ebenso  wichtige  Rolle,. wie 
die  Punkt-  oder  Ebenenkoordinaten*,  die  damit  verknüpften 
algebraischen  Theorien  haben  Ausdrücke  zu  betrachten,  die  die 
Livarianteneigenschaft  besitzen  und  in  denen  diese  Linienkoor- 
dinaten ebenso  auftreten,  wie  die  Punktkoordinaten  in  den 
Kovarianten  und  die  Ebenenkoordinaten  in  den  Kontravarianten. 
Solche  Ausdrücke  können  als  gewöhnliche  Kovarianten  auf- 
gefaßt werden,  da  ja  die  Linienkoordinaten  schließlich  nur 
Funktionen  der  Koordinaten  zweier  Punkte  sind.  Aber  die 
so  erhaltenen  Kovarianten  sind  solche  einer  ganz  speziellen 
Art,  da  die  Koordinaten  jener  beiden  Punkte  nur  in  den  Ver- 
bindungen (1)  auftreten. 

Betrachten  wir  etwa  die  vier  Punkte 

(x,:y,:z,:t:)  (i  =  1,  2,  3,  4). 

Die  Determinante  dieser  sechzehn  Koordinaten  ist  (Satz  3, 
§  31)  eine  Kovariante  vom  Gewicht  —  1.  Mit  pij  und  p-j  woUen 
wir  die  Linienkoordinaten  der  durch  die  beiden  ersten  bzw.  die 


1)  Vgl.  die  vorige  Fußnote. 


35.    Linienkoordinaten  121 


beiden  letzten  Punkte  gelegten  geraden  Linie  bezeichnen.  Ent- 
wickeln wir  dann  die  vierreibige  Determinante  nach  zweirei- 
higen Minoren  der  beiden  ersten  Reiben,  so  erbalten  wir 

(4)        PuPu  +  ^1>34  +  Pulh2  +  i'i>l2  +  i>i>23   +  PuP2Z  ' 

Dieser  Ausdruck,  der  nur  Linienkoordinaten  enthält,  besitzt 
dann  die  Livarianteneigenschaft. 

Das  Verschwinden  der  vierreihigen  Determinante,  von  der 
wir  ausgingen,  ist  nun  die  Bedingung  dafür,  daß  die  vier  Punkte 
in  einer  Ebene  liegen.  Daher  gibt  das  Verschwinden  des  Aus- 
drucks (4)  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür, 
daß  die  Geraden  p  und  p"  in  einer  Ebene  liegen,  oder,  wie 
man  auch  sagen  kann,  daß  sie  einen  Punkt  gemeinsam  haben. 

Übungen 

1.  Beweise,  daß,  wenn  die  Punktkoordinaten  der  linearen  Trans- 
formation 

x:  =  c-i x^-\-Ci^x^-\-  Ci^x^  +  Ci^ x^  (^■  =  1,  2,  3,  4) 

unterworfen  werden,  die  Linienkoordinaten  die  nachstehende  Transfor- 
mation erfahren: 

2.  Eine  Ebene  ist  bestimmt  durch  die  Punkte: 

(2/1  : 2/2  : 2/3  : 2/4),     (^x  '^^-Z^'  Z^),     {^x  :w^'.w.,:  w^)  . 
Es  soll  gezeigt  werden,    daß    die   dreireihigen  Determinanten    der 
Matrix  dieser  drei  Punkte  als  Koordinaten  der  Ebene  verwandt  werden 
können,  und  daß  diese  Koordinaten  sich  von  den  in  §  34  erklärten  höch- 
stens im  Vorzeichen  unterscheiden. 

3.  Wenn  eine  Gerade  als  Yerbindungsgerade  zweier  ihrer  Punkte 
gegeben  ist,  heißt  sie  nach  Plücker  ein  Strahl,  und  dementsprechend 
heißen  die  oben  eingeführten  Koordinaten  Strahlenkoordinaten.  Ist  aber 
die  Gerade  als  Schnittkante  zweier  Ebenen  gegeben,  so  nennt  Plücker 
sie  eine  Achse.     Sind 

K  :  ^2  :  M3  :  wj 
und 

(Vi  :  l\  :  Vg  :  vj 

die  Koordinaten  der  beiden  Ebenen,  so  können  sechs  Größen 

2l2i    9.XZ>    9'l4»    9'34^    5^42»    9^28» 

wo 

als  Achsenkoordinaten  ihrer  Schnittkante  angesehen  werden.  Beweise  die 
beiden  Sätze  dieses  Abschnittes  für  Achsenkoordinaten. 
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4.  Beweise,  daß  Strahlen-  und  Achsenkoordinaten  nicht  wesentlich 
verschieden  sind.  Für  eine  Gerade  sind  die  g. .,  in  der  Reihenfolge  von 
Übung  3  geschrieben,  proportional  zu  den  p,  wenn  man  diese  folgender- 
maßen anordnet: 

i>34.  P^i>  P2S>  Pli>  PlS,  Pl4:  ' 

5,  Ein  Punkt  ist   bestimmt  durch   die  Schnittfigur  dreier  Ebenen : 

Die  dreireihigen  Determinanten  der  Matrix  dieser  drei  Ebenen 
können  als  Koordinaten  des  Punktes  angesehen  werden  und  unter- 
scheiden sich  von  den  gewöhnlichen  Punktkoordinaten  höchstens  durch 
das  Vorzeichen. 

Daraus  soll  nachgewiesen  werden,  daß  sämtliche  Kovarianten  als  In- 
varianten angesehen  werden  können. 
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Kapitel  VIII 
Bilineare  Formen 

36.  Die  algebraische  Theorie.  Bevor  wir  in  das  Stu- 
dium der  quadratischen  Formen  eintreten,  welches  den  Gegen- 
stand der  nächsten  fünf  Kapitel  bildet,  betrachten  wir  kurz 
einen  sehr  speziellen  Typus  quadratischer  Formen  in  2n  Ver- 
änderlichen, sogenannte  bilineare  Formen,  die,  wie  der  Name 
andeutet,  einen  natürlichen  Übergang  zwischen  linearen  und 
quadratischen  Formen  bilden. 

Erklärung  1.  Ei7i  Folynom  in  den  2n  Veränderlichen 
(Xi, .  .  .  x^),  (?/i, . .  .  2/ J  heißt  eine  bilineare  Form,  wenn  jedes 
seiner  Glieder  vom  ersten  Grade  in  hezug  auf  die  x  und  auch 
vom  ersten  Grade  in  hezug  auf  die  y  ist. 

Die  allgemeine  bilineare  Form  für  den  Fall  ?^  =  3  ist 
demnach: 

"r  <^2i'^22/i    '    ^22^2^/2  ~r  ^23^2^/3 

+  (^nHVl  +  0^32^32/2  +  0^33^32/3  • 

Man  bezeichnet  sie  kurz  als 


entsprechend  wird  dann   die  allgemeine   bilineare  Form    in  2w 
Veränderlichen  als 

n 

(1)  ^o^ij^iVj 

zu  bezeichnen  sein.     Die  Matrix 

a  =         *     * 

heißt  Matrix  der  Form  (1);   ebenso    nennt   man  ihre  Determi- 
nante  auch   Determinante   der   Form,    ihren  Rang    auch  Rang 
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der  Form.^)  Eine  bilineare  Form  heißt  singulär  dann  und 
nur  dann,  wenn  ihre  Determinante  verschwindet. 

Die  bilineare  Form  (1)  kann  dadurch  erhalten  werden,  daß 
man  vom  System  von  n  linearen  Formen  in  den  y  mit  der 
Matrix  a  ausgeht,  diese  Formen  der  Reihe  nach  mit  x^,  X2 ,. . .  x^ 
multipliziert  und  dann  addiert.  Aber  man  kann  auch  von  dem 
System  von  n  linearen  Formen  in  den  x  ausgehen,  deren  Matrix 
die  Konjugierte  zu  a  ist,  diese  Formen  der  Reihe  nach  mit 
Viy  2/2'  ••  •  Vn  multiplizieren  und  dann  addieren. 

Nehmen  wir  den  ersten  Standpunkt  ein  und  unterwerfen 
die  y  der  linearen  Transformation  von  der  Matrix  d,  so  geht 
die  bilineare  Form  in  eine  neue  ebenfalls  bilineare  Form  über, 
deren  Matrix  ad  ist  (Satz  1,  §  31).  Üben  wir  dagegen,  vom 
zweiten  Standpunkt  ausgehend,  auf  die  x  die  lineare  Transfor- 
mation von  der  Matrix  c  aus,  so  erhalten  wir  eine  neue  bili- 
neare Form,  für  die  die  Konjugierte  der  Matrix  ac  ist  (Akzente 
soUen  die  konjugierten  Matrices  bedeuten).  Die  Matrix  selbst 
ist  daher  ca  (Satz  6,  §  22).^)     Wir  fassen  zusammen: 

Satz  1.  Unteriverfen  wir  in  der  hilinearen  Form  (1)  von 
der  Matrix  a  die  x  einer  linearen  Transformation  von  der  Matrix 
c  und  die  y  einer  linearen  Transformation  von  der  Matrix  d, 
so  erhalten  wir  eine  neue  hilineare  Form  von  der  Matrix  c' ad, 
wo  c'  die  Konjugierte  von  c  bedeutet. 

Betrachtet  man  nur  die  Determinanten  der  Matrices,  so 
ergibt  sich: 

Satz  2.  Die  Determinante  einer  hilinearen  Form  multipli- 
ziert sich  mit  dem  ProduM  der  Determinanten  der  linearen 
Transformationen,  denen  die  x  und  y  unterworfen  werden.^) 


1)  Die  bilineare  Form  ist  durch  ihre  Matrix  vollständig  gegeben; 
daher  kann  keine  Unklarheit  entstehen,  wenn  wir  von  der  bilinearen 
Form  a  reden.  Haben  zwei  bilineare  Formen  die  Matrices  a^  und  «g, 
so  hat  ihre  Summe  die  Matrix  a^  -\- a^.  Die  bilineare  Form  von  der 
Matrix  a^  a^  ist  jedoch  nicht  das  Produkt  jener  Formen  (zuweilen  nennt 
man  sie  ihr  symbolisches  Produkt). 

2)  Diese  Ergebnisse  lassen  sich  auch  ohne  Zuhilfenahme  früherer 
Sätze  leicht  bestätigen. 

3)  Dieser  Satz  sagt  aus,  daß  die  Determinante  einer  bilinearen 
Form  in  verallgemeinertem  Sinne  eine  relative  Invariante  ist.  Solche 
Invarianten  von  Formen  in  mehreren  Systemen  von  Veränderlichen  nennt 
man  auch  Kombinanten. 
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Aus  Satz  1  in  Verbindung  mit  Satz  7,  §  25  folgt  das  wich- 
tige Ergebnis:^) 

Satz  3.  Der  Bang  einer  hilinearen  Form  ist  eine  Invariante 
gegenitber  nicht-singulären  linearen  Transformationen  der  x  und 
der  y. 

Erklärung  2.  Eine  hilineare  Form  heißt  symmetrisch, 
tvmn  ihre  Matrix  symmetrisch  ist  (Erklärung  §  20). 

Satz  4.  Eine  symmetrische  hilineare  Form  bleibt  symme- 
trisch, wenn  die  x  und  y  derselben  linearen  Transformation 
witerivorfen  iverden. 

Ist  nämlich  c  die  Matrix  dieser  Transformation,  so  ist  nach 
Satz  1  die  Matrix  der  aus  der  Form  a  hervorgehenden  trans- 
formierten bilinearen  Form  gleich  cac.  Da  a  symmetrisch 
sein  soü,  so  ist  sie  ihre  eigene  Konjugierte;  daher  ist  (Satz  6, 
§  22)  auch  c'ac  zu  sich  selbst  konjugiert.  Somit  ist  dann  die 
transformierte  Form  ebenfalls  symmetrisch. 

Übungen 

1.  Zwei  bilineare  Formen  sind  gegenüber  nicht-singulären  linearen 
Transformationen  der  x  und  der  y  dann  und  nur  dann  äquivalent,  wenn 
sie  gleichen  Rang  besitzen. 

2.  Eine  bilineare  Form  läßt  sich  dann  und  nur  dann  in  das  Pro- 
dukt zweier  linearer  Faktoren  zerlegen,  wenn  ihr  Rang  Null  oder  Eins 
beträgt. 

3.  Jede  bilineare  Form  vom  Range  r  kann  durch  nicht-singuläre 
lineare  Transformationen  in  den  x  und  den  2/  auf  die  Normälform  ge- 
bracht werden: 

«^1  2/1  +^2 2/2  H V^rVT- 

4.  Bleiben  die  Sätze  in  Übung  1 — 3  richtig,  wenn  man  sich  nur 
auf  reelle  bilineare  Formen  und  reelle  lineare  Transformationen  be- 
schränkt? 

5.  Die  bilineare  Form 

^i2/l  +^22/2   -I V^nVn 

bleibt    bei    linearen    Transformationen    in  den  x   und  den  y    dann  und 
nur  dann  ungeändert,  wenn  diese  Transformationen  kontragredient  sind. 

37.  G-eometrische  Anwendung.  Wir  betrachten  die 
bilineare  Gleichuner 

3 

(1)  ^aijS^iVj  =  0 


1)  Dieser  Satz  kann  auch  aus  Satz  2,  §  30  abgeleitet  werden. 
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und  deuten  (x^  :  x.^  :  x^  und  {y^  :  y^ :  y^)  als  homogene  Punkt- 
koordinaten in  der  Ebene.  Ist  jetzt  y  ein  fester  Punkt  P,  so 
stellt  die  daun  in  x  lineare  Gleichung  (1)  eine  gerade  Linie  p 
dar  (es  sei  denn,  daß  die  Koeffizienten  dieser  linearen  Glei- 
chung sämtlich  verschwinden  5  das  kann  aber  nicht  eintreten, 
wenn  die  Determinante  der  bilinearen  Form  von  Null  ver- 
schieden ist).  Ist  also  die  bilineare  Form  nicht-singulär,  so 
gibt  die  Gleichung  (1)  eine  Zuordnung  der  Geraden  der  Ebene 
zu  den  Punkten  der  Ebene,  wobei  jedem  Punkte  P  eine  ein- 
zige Gerade  p  entspricht. 

Umgekehrt  entspricht  der  Geraden  p  der  Ebene,  die  durch 
die  Gleichung 

(2)  Äx^  +  Bx^  -I-  C^3  =  0 

gegeben  ist,  vermöge  Gleichung  (1)  stets  ein  einziger  Punkt  P, 
vorausgesetzt  wieder,  daß  die  bilineare  Form  in  (1)  nicht-sin- 
gulär  ist.  Hat  nämlich  P  die  Koordinaten  {y^  :  y.2  :  y^),  so  ist 
(1)  die  Gleichung  der  ihm  zugeordneten  geraden  Linie;  die 
notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  daß  diese  Ge- 
rade mit  (2)  zusammenfällt,  ist  das  Bestehen  der  drei  Gleichungen: 

ö^ii2/i  +  «122/2  +  «132/3  =  Q^ 

«2i2/i  +  «222/2  +  «232/3  =  qJ^ 

«3i2/i  +  «322/2  +  «332/3  =  ^C', 
wo  Q  eine  nicht  verschwindende  Konstante  bedeutet.  Für  einen 
gegebenen  Wert  von  q  hat  dies  Gleichungssystem,  da  die  Deter- 
minante a  nicht  verschwindet,  eine  einzige  Lösung  (2/1?  2/2?  2/3)- 
Ändert  man  ^,  so  multiplizieren  sich  aUe  y  mit  ein  und  dem- 
selben Faktor;  da  wir  es  aber  mit  homogenen  Koordinaten  zu 
tun  haben,  so  erhalten  wir  nur  einen  Punkt  P. 

Satz.  Die  nicht-singuläre  hilineare  Gleichung  (1)  vermittelt 
eine  ein-eindeutige  Beziehung  zwischen  den  Punlden  und  Geraden 
der  Ebene. 

Solche  durch  bilineare  Gleichungen  erklärten  geometrischen 
Verwandtschaften  nennt  man  Korrelationen. 

Übungen 

1.  Die  singulären  Korrelationen  der  Ebene  sollen  diskutiert  werden 
für  die  Fälle,  wo  der  Rang  der  bilinearen  Form  2  oder  1  ist. 

2.  Untersuche  die  bilineare  Gleichung  für  n  ==  4  unter  allen  mög- 
lichen Voraussetzungen  über  den  Rang  der  Form. 
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3.  Drei  oder  mehr  Gerade  der  Ebene  treffen  sich  dann  und  nur 
dann  in  einem  Punkte,  wenn  die  ihnen  vermöge  einer  nicht-singulären 
Korrelation  zugeordneten  Punkte  auf  einer  Geraden  liegen. 

4.  Das  Doppelverhältnis  von  irgend  vier  Geraden  durch  einen  Punkt 
ist  ebenso  groß  wie  das  Doppelverhältnis  der  vier  vermöge  einer  nicht- 
singulären  Korrelation  ihnen  zugeordneten  Punkte. 

5.  Ein  Punkt  P  der  Ebene  sei  durch  eine  nicht  -  singulare  Korre- 
lation der  Geraden  p  der  Ebene  zugeordnet.  Die  Geraden,  die  den 
Punkten  von  p  durch  die  Korrelation  zugeordnet  sind,  gehen  dann  und 
nur  dann  durch  den  Punkt  P,  wenn  die  bilineare  Form,  die  die  Korre- 
lation vermittelt,  symmetrisch  ist. 

6.  Ein  entsprechender  Satz  soll  für  Punkte  und  Ebenen  im  Räume 
von  drei  Dimensionen  aufgestellt  werden.  Die  Form  muß  dann  sym- 
metrisch oder  schief  sein.  ^) 


1)  Die  durch  eine  symmetrische  bilineare  Form  vermittelte  Korrelation 
nennt  man  auch  Polarität.  Aus  den  Formeln  des  nächsten  Kapitels  folgt 
nämlich,  daß  in  diesem  Falle  jedem  Punkte  der  Ebene  seine  Polare  in  be- 
zug  auf  einen  festen  Kegelschnitt  entspricht,  jedem  Punkte  des  Raumes 
seine  Polarebene  in  bezug  auf  eine  Fläche  zweiter  Ordnung.  Die  schiefe 
bilineare  Gleichung  gibt  in  der  Ebene  nur  zu  einer  sehr  speziellen  singu- 
lären  Korrelation  Anlaß;  im  Räume  vermittelt  sie  dagegen  eine  äußerst 
wichtige,  im  allgemeinen  nicht-singuläre  Korrelation,  die  unter  dem 
Namen  Nullsystem  bekannt  ist.  Vgl.  irgend  ein  Werk  über  Linien- 
geometrie, wo  indessen  der  Gegenstand  gewöhnlich  von  einem  andern 
Gesichtspunkt  aus  betrachtet  wird. 
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Kapitel  IX 

Quadratische  Formen;  Geometrische  Einleitung 

38.  Flächen  zweiter  Ordnung;  Tangenten,  Tan- 
gentialebenen. Bei  Benutzung  homogener  Koordinaten 
{x^ :  x^ :  ^3)  kann  jeder  Kegelschnitt  der  Ebene,  wie  bereits  in 
§  4  angedeutet  wurde,  in  folgender  Gestalt  dargestellt  werden: 
a^^x^^  +  «22^2'  +  «33^3^  +  2a^^x^x^  +  2a^^x^x^  +  2^23^:2^3  =  0. 

Entsprechend  ist  im  Räume  von  drei  Dimensionen  die 
allgemeine  Gleichung   einer  Fläche  2*®'"  Ordnung  die  folgende: 

^11*^1    ~r  ^22 ^^2      I    ^33*^3      I    ^4:4^^4    "T  ^ ■Ct i^'^^X^  "T  •"^13*^1 -^3    \    '"%4^i^4 
~r  ^^^34^3  ^4  ~T  ii  0^42  ^4^2  T"  ^%3^2^3  "^  ^  • 

Sie  kann  auf  eine  symmetrischere  Gestalt  gebracht  werden, 
wenn  man  neben  den  Koeffizienten  a^^j  a^^,  a^^,  «34,  «43,  «23 
sechs  andere  Konstante  «21^  ^31?  %i;  ^437  ^24?  ^32  verwendet, 
die  durch  die  Gleichungen  erklärt  werden: 

Dann  kann  nämlich  die  Gleichung  der  Fläche  2.  Ordnung 
folgendermaßen  geschrieben  werden: 

11        1  ~l        ttiaX-lXa    ~r    Cl-taX-tXo    ~\       (a/*aXiX^ 

~r  0^21 '^2'^l  "I     ^22 ^^2        "T  %3'^2'^3  ~r  ^24 ^2  ^^^4 
I     ^31^3^1  ~r  0^32 ^3  ^2     I     ^33*^3  i     Ci^4^X^X^ 

-j-  (l^^X^X^  -(-  O/^X^X^  "T"  0^43 ^45^3  -}-  d^X^        =  U, 

oder  kürzer: 

4 
(1)  ^ö^,-,-^,^,=  0. 

1 
Erklärung  1.    Die  Matrix  der  sechszehn  Größen  a,  die  so 

wie  in  der  letzten  Gleichung  geordnet  sind,  heißt  Matrix  der 

Fläche  2.  Ordnung  (1);  die  Determinante  dieser  Matrix  nennt 

man    auch    Disliriminante    der    Fläche,    ihren    Bang    den 

Hang  der  Fläche.     Verschwindet  die  DisJcriminante,  so  heißt 

die  Fläche  2.  Ordnung  singulär.  ^ 

In    wieviel  Punkten    trifft    die  Verbindungsgerade  yz    der 

beiden  getrennten  Punkte  (y^ '  y^'  ys-  ^4)  und  (z^ :  z^:  z^\  z^)  die 

Fläche  (1)? 
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Die  homogenen  Koordinaten  eines  beliebigen  (von  tj  ver- 
schiedenen) Punktes  dieser  Geraden  lassen  sich  schreiben: 

(z^  +  A^/i :  ^2  +  ly^ :  ^3  +  ^2/3 '  ^4  +  ^2/4)  • 
Damit  dieser  Punkt   auf  der  Fläche  (1)  liegt,  ist  es  not- 
wendig und  hinreichend,  daß  die  Gleichung  erfüllt  ist: 

1 

oder  entwickelt: 

(2)  2o.A^i  +  2  i^«„i/,^,  +  i'i'«.,-2/.2/y  =  0 . 

1  1  1 

Das  ist  aber,  falls  der  Punkt  y  nicht  bereits  der  Fläche 
angehört,  eine  quadratische  Gleichung  für  2;  jeder  ihrer  Wur- 
zeln entspricht  ein  Punkt,  in  welchem  die  Gerade  die  Fläche 
schneidet.  Somit  schneidet  eine  Gerade  durch  einen  Punkt  y,  der 
der  Fläche  2.  Ordnung  nicht  angehört,  diese  Fläche  entweder 
gerade  in  zwei  getrennten  Punkten,  oder  in  einem  einzigen  Punkte. 

Liegt  andrerseits  y  auf  der  Fläche,  so  wird  die  Gleichung 
(2)  für  l  linear,  vorausgesetzt,  daß  ^ctijyi^j=^0  ist.  Auch  in 
diesem  Falle  trifft  die  Gerade  die  Fläche  in  zwei,  und  nur 
zwei  getrennten  Punkten,  denn  der  Punkt  y  ist  ja  ebenfalls 
Schnittpunkt. 

Ist  schließlich 

2^ijyiyj-2(^ijyi^j-o, 

so  wird  die  linke  Seite  der  Gleichung  (2)  konstant.  Die  Glei- 
chung wird  also  durch  keinen  Wert  von  X  befriedigt,  oder 
durch  überhaupt  alle  Werte  von  X  (wenn  nämlich  auch  noch 
^auZ.z^  =  0  ist).  Im  ersten  FaUe  hat  die  Fläche  mit  der 
Geraden  nur  den  Punkt  y  gemeinsam,  im  zweiten  liegt  die 
Gerade  ganz  auf  der  Fläche.     Somit  ist  also  bewiesen: 

Satz  1.  Für  die  Schnittfigur  einer  Fläche  2.  Ordnung  mit 
einer  Geraden  können  nur  folgende  drei  Fälle  eintreten: 

1.  Die  Fläche  tvird  in  gerade  zwei  getrennten  Funkten  ge- 
troffen; die  Gerade  heißt  dann  Sekante. 

2.  Die  Gerade  trifft  die  Fläche  nur  in  einem  einsigen 
Punkte.     Tangente}) 

1)  Wir  werden  sogleich  zwischen  wahren  Tangenten  und  Pseudo- 
tangenten  zu  unterscheiden  haben.  Auch  werden  wir  häufig  sagen:  Eine 
Fläche  2.  Ordnung  wird  durch  eine  Tangente  in  zivei  zusammenfallenden 
Punkten  geschnitten. 

B 6 eher,  höhere  Algebra  9 
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3.  Jeder  PunU  der  Geraden  gehört  auch  der  Fläche  an. 
Die  Gerade  heißt  dann  Erzeugende. 

Daß  alle  drei  Fälle  tatsächlich  an  ein  und  derselben  Fläche 
auftreten  können^  sieht  man,  wenn  man  etwa  den  Schnitt  der 
Fläche  2.  Ordnung 

mit  den  Koordinatenachsen  untersucht. 

Aus  dem  für  Satz  1  gegebenen  Beweis  läßt  sich  auch  der 
folgende  Satz  ableiten: 

Satz  2.  Gilt  für  einen  festen  PunM  y  der  Fläche  (1)  die 
Identität 

(3)  Ja.-,^.-2/y-0,>) 

1 

so  ist  jede  Gerade  durch  y  Tangente  oder  Erzeugende  der  Fläche; 
gilt  die  Identität  (3)  nicht,  so  ist  eine  Gerade  durch  y  Tangente 
oder  Erzeugende  der  Fläche^  wenn  sie  in  der  Ebene 

(4)  i"«,-/^.-?/,  =  0 

1 

liegt;  alle  übrigen  Geraden  durch  y  sind  Sekanten. 

Jetzt  folgt  unmittelbar  der  wichtige  Satz:  • 

Satz  3.  Gibt  es  auf  der  Fläche  (1)  einen  Funkt  y,  für 
den  die  Identität  (3)  erfüllt  ist,  so  ist  die  Fläche  2.  Ordnung 
ein  Kegel  mit  y  als  Doppelpunkt  (Scheitel);  ist  umgekehrt  die 
Fläche  (1)  ein  Kegel  mit  dem  Scheitel  y,  so  gilt  die  Identität  (3). 

Erklärung  2.  Eine  Ebene  heißt  Tangentialebene  der 
Fläche  (1)  im  Punkte  P,  wenn  jede  Gerade  der  Ebene,  die  durch 
den  Punkt  P  läuft,  Tangente  oder  Erzeugende  ist. 

Ist  die  Fläche  (1)  ein  Kegel,  so  ist  nach  dieser  Erklärung 
jede  Ebene  durch  den  Doppelpunkt  Tangentialebene.  Unter 
diesen  Ebenen  befinden  sich  aber  solche,  die  in  der  Geometrie 
nicht  als  Tangentialebenen  bezeichnet  zu  werden  pflegen.  Ent- 
sprechendes gilt  für  unsere  Erklärung  der  Tangenten.  Deshalb 
wollen  wir  jetzt  von  den  wahren  Tangenten  und  Tangentialebenen 
unterscheiden   die  Pseudotangenten  und  Pseudotangentialebenen: 

Erklärung  3.  Eine  Gerade  (Ebene),  die  eine  Fläche  2.  Ord- 
nung in  einem  Punkte  berührt,  der  nicht  Doppelpunkt  ist,  heißt 
eine  wahre   Tangente   (ivahre  Tangentialebene).     Alle  übrigen 

1)  Wegen  aij  =  aji  ist  offenbar  auch  ZaijXiyj^  ZaijyiXj. 
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Tangenten  (Tangentialebenen)  sollen  Pseudotangenten  {Pseudo- 
tangential ebenen)  genannt  werden. 

Übungen 

1.  Ist  P  ein  Punkt  einer  Fläche  2.  Ordnung  F,  der  nicht  Doppel- 
punkt ist,  und  p  die  Tangentialebene  in  diesem  Punkte,  so  tritt  einer 
der  folgenden  drei  Fälle  ein: 

(a)  Zwei,  und  nur  zwei  Gerade  der  Ebene  p  sind  Erzeugende  von  F-, 
sie  schneiden  sich  in  P. 

(b)  Eine,  und  nur  eine  Gerade  von  p  ist  Erzeugende  und  läuft 
durch  P. 

(c)  Jede  Gerade  von  p  ist  Erzeugende  von  F. 

2.  (a)  Tritt  Fall  (a)  der  Übung  1  ein,  so  ist  die  Fläche  kein  Kegel, 
und  umgekehrt:  ist  die  Fläche  kein  Kegel,  so  tritt  der  Fall  (a)  immer  ein. 

(b)  Im  Falle  (b)  der  Übung  1  berührt  die  Ebene  p  die  Fläche  in 
allen  Punkten  der  Erzeugenden. 

(c)  Im  Falle  (b)  der  Übung  1  ist  F  ein  Kegel  mit  einem,  und  nur 
einem  Doppelpunkt;  dieser  liegt  auf  der  Erzeugenden.  Umgekehrt:  Ist 
F  ein  Kegel  mit  nur  einem  Doppelpunkt,  so  tritt  stets  Fall  (b)  ein. 

(d)  Im  Falle  (c)  der  Übung  1  gibt  es  in  p  eine  Gerade  g,  von  der 
jeder  Punkt  als  Doppelpunkt  aufgefaßt  werden  kann;  andere  Doppel- 
punkte gibt  es  auf  F  dann  nicht.  F  besteht  dann  aus  einem  Ebenen- 
paar mit  der  Achse  ^;  die  eine  Ebene  dieses  Paares  ist  p  selbst,  die 
andere  ist  von  p  verschieden. 

39.  Konjugierte  Funkte.  Polarebenen.  Zwei  Punkte 
heißen  gewöhnlich  Iconjugiert  in  bezug  auf  die  Fläche  2.  Ordnung 

(1)  ix^,-^,=o, 

1 

wenn  sie  durch  die  Schnittpunkte  ihrer  Yerbindungsgeraden 
mit  der  Fläche  harmonisch  getrennt  werden.  Um  alle  Grenz- 
fälle mit  zu  umspannen,  geben  wir  folgende  Erklärung: 

Erklärung.  Zwei  getrennte  PunJcte  heißen  Iconjugiert  in 
hezug  auf  die  Fläche  (1),  ivenn 

a)  ihre  Verbindungsgerade  Tangente  oder  Sekante  ist  und 
sie  durch  die  Schnittpunkte  dieser  Geraden  mit  der  Fläche  har- 
monisch getrennt  werden, 

b)  ihre  Verbindungsgerade  Erzeugende  ist. 

Jeder  Punkt  der  Fläche  heißt  ferner  zu  sich  selbst  konju- 
giert; sivei  zusammenfallende  Punkte  tv erden  aber  nur  dann  zu- 
einander konjugiert  genannt,  wenn  sie  der  Fläche  angehören. 

Die  Koordinaten  der  beiden  Punkte  seien  {y^  ^  2/2  •  ^3  •  vd 
und  (z^  \  z^\  z^\  z^\  wir  setzen  zunächst  voraus,  daß  sie  getrennt 
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sind  und  der  Fläche  nicht  angehören,  daß  ferner  ihre  Yer- 
bindungsgerade  Sekante  ist.  Die  Schnittpunkte  der  Geraden 
fy  mit  der  Fläche  können  dann  folgendermaßen  geschrieben 
werden: 

wo  Aj  und  ^2  die  Wurzeln  der  Grleichung  (2),  §  38  sind.  Da- 
mit die  ursprünglichen  Punkte  durch  diese  beiden  letzten  har- 
monisch getrennt  werden,  ist  es  notwendig  und  hinreichend, 
daß  das  Doppelverhältnis  X^ :  X^  den  Wert  —  1  hat.  Diese  Be- 
dingung kann  man  schreiben  X^-\-  X^=Oj  oder  nach  Gleichung 
(2),  §  38: 

(2)  i^.y^/i^.-O. 

1 

Wir  überlassen  es  dem  Leser,  zu  zeigen,  daß  in  allen  übrigen 
Fällen  die  beiden  Punkte  y  und  z  nach  unserer  Erklärung 
dann  und  nur  dann  konjugiert  sind,  wenn  die  Gleichung  (2) 
erfüllt  ist: 

Satz  1.  Zwei  Funkte  y  und  z  liegen  dann  und  nur  dann 
Jconjugiert  in  hezug  auf  die  Fläche  (1),  wenn  die  Gleichung  (2) 
erfüllt  ist. 

Jetzt  können  wir  sofort  die  Gleichung  des  Ortes  aller 
Punkte  Xy  die  zu  dem  festen  Punkte  y  in  bezug  auf  die 
Fläche  (1)  konjugiert  liegen,  hinschreiben: 

4 

(3)  ^(^ijXiyj  =  0. 

1 

Wenn  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  nicht  identisch  ver- 
schwindet, ist  der  Ort  des  Punktes  x  eine  Ebene,  die  Polarehene 
des  Punktes  y.  Wie  wir  im  letzten  Abschnitt  sahen,  verschwindet 
die  linke  Seite  von  (3)  identisch,  wenn  die  Fläche  ein  Kegel 
mit  dem  Doppelpunkt  y  ist.  Das  ist  auch  der  einzige  Fall, 
wo  sie  identisch  verschwindet.  Denn  wenn  y  ein  sonstiger 
Punkt  der  Fläche  ist,  so  ist  die  Gleichung  (3)  nur  von  den 
Punkten  der  Tangentialebene  erfüllt;  liegt  aber  y  nicht  auf 
der  Fläche,  so  kann  die  linke  Seite  von  (3)  ebenfalls  nicht 
identisch  verschwinden,  denn  sie  ist  von  Null  verschieden,  wenn 
man  die  x  durch  die  y  ersetzt: 

Satz  2.  Ist  die  Fläche  (1)  kein  Kegel,  so  hat  jeder  Punkt  y 
eine  hestimmte  Polarehene  (3).    Bei  den  Kegeln  hat  jeder  Punkt, 
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der  nicht  DoppelpunM  ist,  eine  bestimmte  Folarehene;  für  Doppel- 
punUe  ist  die  Gleichung  (3)  identisch  erfüllt. 

Da  eine  KoUineation  im  Räume  zwei  konjugierte  Punkte 
offenbar  wieder  in  zwei  Punkte  überfülirt^  die  konjugiert  sind 
in  bezug  auf  die  transformierte  Fläche,  so  ist  die  Eigenschaft 
einer  Ebene,  Polarebene  eines  gegebenen  Punktes  in  bezug  auf 
eine  Fläche  2.  Ordnung  zu  sein,  projelctiver  Art, 

Satz  3.  Geht  die  Folarehene  des  Punktes  P^  durch  den 
Punkt  Pg,  so  geht  auch  die  Polarehene  des  Punktes  P^  durch 
den  Punkt  P^. 

Die  Richtigkeit  dieses  Satzes  ergibt  sich  sofort  aus  der 
Bemerkung,  daß  P^  und  Pg  konjugierte  Punkte  sind. 

40.  Einteilung  der  Flächen  2.  Ordnung  nach  dem 
Range.  Satz  2  des  letzten  Abschnitts  kann  auch  folgender- 
maßen ausgesprochen  werden:  Die  notwendige  und  hinreichende 
Bedingung  dafür,  daß  die  Fläche 


(3) 


(1)  ^aa^i^i  =  0 

1 

ein  Kegel  ist,  und  daß   der  Punkt  (y^ :  y^:  y^i  y^  ein  Scheitel 
ist,  ist  die  folgende: 

(2)  J«.-,-^i2/,-0. 

1 

Diese  Identität  ist  den  vier  Gleichungen  äquivalent: 

ö^ll^l  +  «12  2/2  +  «132/3  +  «142/4  =  0 
«2l2/l  +  «222/2  +  «23^3  +  «2424=  ^ 
«3l2/l  +  0^322/2  +  «332/3  +  «342/4  =  ö 

«4i2/i  +  «422/2  +  «432/3  +  «442/4  =  ö  • 
Eine   andere  Lösung  als  (0,  0,  0,  0)  hat  dies  Gleichungssystem 
nur  dann  und   stets  dann,  wenn  die  Determinante  der  Koeffi- 
zienten  verschwindet.     Diese   nannten   wir   aber  Diskriminante 
der  Fläche.     Damit  haben  wir  folgenden  Satz  bewiesen: 

Satz  1.  Eine  Fläche  2.  Ordnung  ist  ein  Kegel  dann  und 
nur  dann,  wenn  ihre  Diskriminante  verschwindet. 

Ist  die  Fläche  vom  Range  vier,  so  ist  sie  daher  kein  Kegel. 

Hat  die  Fläche  den  Rang  drei,  so  hat  das  Gleichungs- 
system (3)  eine  einzige  Lösung  (der  willkürliche  Faktor,  mit 
dem  die  y  noch  multipliziert  werden  können,  ist  bedeutungslos, 
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da  wir  es  mit  homogenen  Koordinaten  zu  tun  haben).  In  diesem 
Falle  ist  die  Fläche  ein  gewöhnlich  so  genannter  Kegel ^  d.  i. 
ein  solcher  mit  einem  einzigen  Scheitel. 

Bei  Flächen  vom  Range  zwei  haben  die  Gleichungen  (3) 
zwei  linear  unabhängige  Lösungen,  von  denen  alle  übrigen 
linear  abhängen  (vgl.  §  18).  Der  Kegel  besitzt  in  diesem  Falle 
eine  gerade  Linie,  die  ganz  aus  Doppelpunkten  besteht  (Paar 
getrennter  Ebenen). 

Flächen  vom  Range  eins  liefern  für  die  Gleichungen  (3) 
drei  linear  unabhängige  Lösungen,  von  denen  alle  übrigen 
linear  abhängen.  Eine  ganze  Ebene  des  Kegels  besteht  aus 
Doppelpunkten  (Doppelebene). 

Für  den  Fall,  daß  der  Rang  gleich  Null  ist,  haben  wir 
es,  genau  genommen,  gar  nicht  mehr  mit  einer  Fläche  2.  Ord- 
nung zu  tun.  Man  kann  aber  den  geometrischen  Ort  der 
Gleichung  (1)  als  Kegel  auffassen,  für  den  jeder  Punkt  des 
Raumes  Doppelpunkt  ist. 

Die  Eigenschaft  einer  Fläche  2.  Ordnung,  Kegel  zu  sein, 
ist  offenbar  projektiver  Art,  ebenso  die  Eigenschaft  eines  Punktes, 
Doppelpunkt  eines  Kegels  zu  sein.  Daher  dürfen  wir  den  Satz 
aussprechen: 

Satz  2.  Der  Rang  einer  Fläche  2.  Ordnung  ist  invariant 
gegenüber  nicht-singulären  Kollineationen. 

Übungen 

1.  Erklärung.  Ist  p  die  Polarebene  des  Punktes  P  in  hezug  auf 
eine  Fläche  2.  Ordnung,  so  heißt  P  ein  Pol  von  p  in  hezug  auf  die  Fläche. 

Beweise:  In  bezug  auf  eine  nicht-singuläre  Fläche  2.  Ordnung  hat 
jede  Ebene  einen  einzigen  Pol. 

2,  Ist  die  Fläche  ein  Kegel,  so  besitzen  Ebenen,  die  nicht  durch 
einen  Doppelpunkt  laufen,  keinen  Pol.  Was  gilt  für  Ebenen,  die  einen 
Doppelpunkt  enthalten? 

41.  Normalformeu  für  die  Crleichuug  der  Fläche 
2.  Ordnung.  Da  das  Doppelverhältnis  gegenüber  nicht-sin- 
gulären Kollineationen  invariant  ist,  wird  die  Figur  einer 
Fläche  2.  Ordnung  i^,  eines  Punktes  P  und  seiner  Polarebene  p 
in  bezug  auf  F  vermöge  einer  solchen  Kollineation  übergeführt 
in  eine  Figur  F\  P',  p\  wobei  p'  dann  wieder  Polarebene 
von    P'    in    bezug    auf  die    Fläche    F'   ist.     Liegt    ein    Punkt 
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(2/1  •  2/2  •  2/3 :  ?/4)  ^icht  auf  der  Fläche  ^a^^XiX^=0,  so  kann  er 

1 
nicht   in   seine  Polarebene   fallen^   wie   sich   ergibt,   wenn  man 

4 
in  der  Gleichung  ^a.jX.yj  =  0  die  :r  durch  die  y  ersetzt.    Da- 

1 
her  können  und  wollen  wir  in  der  Weise  kollinear  transfor- 
mieren, daß  ein  solcher  Punkt  Koordinatenanfangspunkt  wird 
und  seine  Polarebene  in  die  unendlich  ferne  Ebene  des  Raumes 
übergeht.^)  Dann  ist  für  die  neue  Fläche  der  Koordinaten- 
anfangspunkt Mittelpunkt,  da  jede  durch  den  Anfangspunkt 
gezogene  Sehne  durch  ihn  und  ihren  unendlich  fernen  Punkt 
harmonisch  geteilt  wird. 

Die  Gleichung  der  Polarebene  des  Punktes  («// :  y^  :  2/3' :  Vi) 
in  bezug  auf  die  transformierte  Fläche 

4 

1 
ist 

4 
^aljx;y;=0, 
1 

und  diese  Gleichung  reduziert  sich,  da  ja  {y[  :  y^ :  2/3 :  yj  der 
Koordinatenanfangspunkt  (0:0:0:1)  sein  soll,  auf  die  ein- 
fache Form 

al^x^'  -f  a^^x^'  -f  <4^3'  +  <4^4'  =  ö  • 
Damit    diese   Gleichung   die   unendlich    ferne   Ebene    darstellt, 
muß  noch  sein 

<4==  <4=  <4=  ^y  <4  +  ^• 
Daher  nimmt  die  Gleichung  der  transformierten  Fläche  folgende 
Gestalt  an: 

^11     1  ~r~  (^■ti>Xi    X2    "T"   ^13*^1    "^3 

Oj2V^%  ^1    T"  <^22'^2  I     ^23*^2  ^^3 

—f"    ^'\^  Xii     X-\       ~j~    (X'niyX^    X()      "y-    O/nnXo 

Man  hätte  die  Transformation  auch  in  der  Weise  vor- 
nehmen können,  daß  der  Punkt  {y^  '•  Vi'-  V^  •  Va)  zum  unendlich 
fernen  Punkt  der  a^^- Achse  und  seine  Polarebene  zur  a^giCg- Ebene 


1)  Kollineationen  dieser  Eigenschaft  gibt  es  in  unendlicher  Anzahl, 
da  ja  fünf  linear  unabhängige  Punkte  bzw.  in  fünf  vorgegebene  linear 
unabhängige  Punkte  durch  eine  einzige  Kollineation  übergeführt  werden 
können;  vgl.  Übungen  2,  3,  §  24. 
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wird.  J)aiiii  bleibt  von  den  Gliedern^  die  x^  enthalten,  nur 
das  Glied  mit  x^^  übrig. 

Ebenso  ist  es  offenbar  möglieb,  die  Glieder  in  x^  oder 
in  x^  zu  beseitigen,  bis  auf  die  mit  x^^  bzw.  x^^: 

Jede  Flache  2.  Ordnung  liami  durch  KoUineationen  in  eine 
solche  Form  übergeführt  werden,  daß  ihre  Gleichung  Icein  Glied 
in  Xf  enthält,  abgesehen  von  dem  Gliede  in  x.^,  dessen  Koeffizient 
dann  von  Null  verschieden  ist. 

Da  i  die  Werte  1,  2,  3,  4  durchlaufen  kann,  so  kann 
man  also  vier  verschiedene  „Normalformen'^  für  die  Gleichung 
der  Fläche  bilden.  Da  jede  von  ihnen  noch  durch  unendlich 
viele  KoUineationen  erhalten  werden  kann,  so  erhebt  sich  die 
Frage,  ob  man  nicht  alle  vier  Reduktionen  gleichzeitig  vor- 
nehmen kann.  Das  ist  im  allgemeinen  in  der  Tat  möglich, 
wie  man  folgendermaßen  sieht.  Es  sei  y  ein  Punkt,*  der  nicht 
auf  der  Fläche  liegt,  und  z  ein  Punkt  der  Polarebene  von  y, 
der  aber  ebenfalls  der  Fläche  nicht  angehören  soll.  Seine 
Polarebene  geht  dann  durch  y.  Ist  jetzt  w  irgend  ein  Punkt 
auf  der  Schnittgeraden  dieser  beiden  Polarebenen,  der  aber 
nicht  auf  der  Fläche  liegt,  so  enthält  die  Polarebene  von  w 
die  beiden  Punkte  y  und  z.  Die  drei  Ebenen  treffen  sich  nun 
in  einem  Punkte  u,  der  nicht  in  der  Ebene  durch  y,  z,  w  liegt. 
Das  Tetraeder  yzwu  heißt  dann  ein  Folartetraeder  der  Fläche, 
denn  jede  seiner  Ecken  ist  der  Pol  der  gegenüberliegenden 
Tetraederebene  in  bezug  auf  die  Fläche. 

Es  ist  nun,  da  die  vier  Punkte  y^  z,  w,  u  linear  unab- 
hängig sind,  möglich,  sie  der  Reihe  nach  auf  den  Koordinaten- 
anfangspunkt und  die  unendlich  fernen  Punkte  der  Koordinaten- 
achsen kollinear  zu  transformieren.  Damit  erreichen  wir  das- 
selbe, wie  bei  den  obigen  Einzeltransformationen,  d.  i.  die 
Gleichung  der  Fläche  nimmt  folgende  Gestalt  an: 

Wir  haben  die  stillschweigende  Voraussetzung  gemacht, 
daß  es  wirklich  solche  Punkte  «/,  z,  w  gibt,  die  den  obigen 
Forderungen  genügen  und  nicht  auf  der  Fläche  liegen.  Das 
ist  aber,  wie  wir  dem  Leser  zu  zeigen  überlassen,  immer  der 
Fall,  wenn  die  Fläche  kein  Kegel  ist,  und  dann  lassen  sich 
solche  Punkte  auf  unendlich  viele  Weisen  angeben.    Die  Kegel 
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besitzen    dagegen    keine   Polartetraeder;    für   sie   ist   daher   die 
obige  Reduktion  nicht  ausführbar. 

Übungen 

1.  Ist  die  Diskriminante  einer  Fläche  2.  Ordnung  gleich  Null,  so 
kann  die  Gleichung  der  Fläche  durch  eine  geeignete  Kollineation  von 
der  Koordinate  x^  befreit  werden. 

(Man  zeige  unter  Benutzung  der  Ergebnisse  des  letzten  Kapitels, 
daß  für  einen  Kegel,  dessen  Spitze  im  Koordinatenanfangspunkt  liegt, 
die  Relationen  gelten: 

«14  =    «24  =   «84  =    «44  =    0  0 

2.  Hat  der  Kegel  einen  im  EndHchen  gelegenen  Doppelpunkt,  so 
kann  die  in  Übung  1  zu  verwendende  Kollineation  in  folgender  Form 
geßchrieben  virerden: 

^l'  =  ^1   +  <^^4> 
X^    =  X^  -\~  pX^, 

x^  =  x^. 
(Benutzung  inhomogener  Koordinaten!) 
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Kapitel  X 
Quadratische  Formen 

42.  Die  allgemeine  quadratische  Form  und  ihre 
Folarform.  Die  allgemeine  quadratische  Form  in  n  Veränder- 
lichen stellen  wir  auf  folgende  Weise  dar: 

7t 

(1)  2<^i3^i^j  =  «11  ^l'      +  «12  ^1  ^2  +  •  •  •  +  «1  .  ^1  K 

1     0^21 '^2'^1     r  ^22*^2        T"  *  •  '  ~r  ^2w'^"2'^n 


wobei  ciij=CLji  ist.^)    Dann  heißt  die  bilineare  Form  ^ciijyi^j 

die  Polarform  der  Form  (1). 

Unterwerfen  wir  die  Form  (1)  der  linearen  Transformation 

^1  "^  ^11  ^1    +  '  "      "i"  ^1  n  ^n 


'    I  I  ' 

SO  erhalten  wir  eine  neue  quadratische  Form 

n 

(2)  ^ciijx.'x/. 

Transformiert   man    die  y   und  ^   der  Polarform   von  (1)   ver- 
möge der  Transformation  c,  so  ergibt  sich  eine  weitere  bilineare 

n 

Form  ^^ijVi^/-     Wir  wollen  beweisen,  daß  ä.j=a'fj  ist. 
1 
Es  gelten  die  Identitäten: 

n  n 

(3)  ^(^ij'^i^j  =  ^^o«; 

1  1 

n  n 

(4)  2(^ij  Vi^j  =  2^101  ^i  • 

1  1 

Beide  Identitäten  können  als  solche  in  den  x,  y',  z'  angesehen 
werden,   da  die  x,  y,  s  ja  Abkürzungen  für  gewisse  Polynome 

1)  Diese  Beschränkung  ist  lediglich  konventionell,  nicht  notwendig. 
Die  quadratische  Form  gewinnt  weder,  noch  verliert  sie  an  Allgemeinheit, 
wenn  wir  jene  Forderung  fallen  lassen. 
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in  den  x,  y',  z'  sind.     Die  Identität  (4)  reduziert  sich,  wenn 
man  darin  ?//  =  sl  =  x!  (^  =  1,  2,  •  •  •  n)  setzt^  auf 

n  n 

^a,jX,Xj  =  ^ä,^x{x;. 
1  1 

Unter  Berücksichtigung  von  (3)  erhält  man  dann 

n  n 

^ä^jX.'x/  =  ^aijX^x-  . 
1  1 

Daher  ist  ä..=  aU  und  ä-^.  +  «^,=  öt/j-|-  c^ji- 

Nun  ist  aber  alj  =  aji  (es  sind  Koeffizienten  einer  qua- 
dratischen Form),  und  Satz  4,  §  36  sagt  aus,  daß  ä.^.  =  äj..  ist. 
Daraus  schließen  wir,  daß  ä-j  =  alj  ist. 

Jetzt  ergibt  sich  aus  (4)  sofort: 

n  n 

1  1 

n 

Satz.    Die  Volarform  ^cbijViZj  ist  eine  absolute  Kovariante 

1 

n 

des  SystemSj  welches  aus  der  quadratischen  Form  ^ciij^i^j  ^^^ 

1 

den  beiden  Punhten  (yi,  •  •  -  y^)  ^^^  (^i  ? '  '  *  ^n)  Gesteht. 

43.  Matrix  und  Diskriminante  einer  quadratischen 
Form.     Erklärung.     Die  Matrix 


a 


'In 


heißt  Matrix  der  quadratischen  Form 

(1)  ^a.jX.Xj. 

1 

Die  Determinante   von   a   heißt  DisTcriminante   der   Form; 

der  Bang  von  a  heißt  auch  Rang  der  quadratischen  Form. 

Verschwindet  die  Diskriminante,   so  heißt  die  Form  singulär. 

Die  Matrix  einer  quadratischen  Form  ist  auch  Matrix  ihrer 

Polarform.    Wenn,  wie  im  letzten  Abschnitt,  die  x  in  (1)  einer 

linearen  Transformation  unterworfen  werden,  und  die  y  und  z 

in   der  Polarform  von  (1)  ebenso  transformiert  werden,   so  ist 

die   Matrix    der    neuen    quadratischen   Form    auch   Matrix    der 

neuen  bilinearen  Form.     Wie  aber  die  Matrix  einer  bilinearen 


140  Kapitel  X 


Form  sich  bei  linearer  Transformation  der  Veränderlichen 
ändert,  ergibt  sieb  aus  Satz  1,  §  36.     Daraus  folgt  also: 

Satz  1.  Unterwerfen  wir  die  Veränderlichen  der  quadra- 
tischen Form  (1)  von  der  Matrix  a  einer  linearen  Transformation 
von  der  Matrix  c ,  so  erhalten  ivir  eine  neue  quadratische  Form 
von  der  Matrix  cac,  wohei  c  die  zu  c  konjugierte  Matrix 
hedeutä. 

Hieraus  schließen  wir,  genau  wie  in  §  36,  sofort: 

Satz  2.  Der  Bang  einer  quadratischen  Form  ist  invariant 
gegenüber  nicht-singulären  linearen  Transformationen. 

Satz  3.  Die  Biskriminante  einer  quadratischen  Form  ist 
eine  relative  Invariante  vom  Gewicht  ztvei. 

44.  Doppelpunkte  quadratischer  Formen.  Erklärung. 

Unter  einem  Doppelpunkt  {Scheitel)  einer  quadratischen  Form 

n 

(1)  ^^ii'^i^j 

1 

verstehen  wir  einen  Funkt  (c^,c^,'  •  -  cj,  wobei  nicht  alle  c  ver- 
schwinden und  für  den  die  Identität  gilt: 

(2)  J^^.c.-O. 

1 

Eine  quadratische  Form  verschwindet  offenbar  in  allen 
ihren  Doppelpunkten. 

Nur  eine  andere  Fassung  dieser  Erklärung  ist  die  folgende: 
Satz  1.     Ein  Funkt  {c^jC^,---  c„)  ist  dann  und  nur  dann 
Doppelpunkt  der  Form  (1),  wenn   die   c  eine  nicht  aus  lauter 
Nullen  bestehende  Lösung  des  Gleichungssystems  bilden: 


(3) 


Da  die  Determinante  dieses  Gleichungssystems  gleich  der 
Diskriminante  von  (1)  ist,  so  gilt: 

Satz  2.  Eine  quadratische  Form  besitzt  dann  und  nur 
dann  Doppelpunkte,  wenn  ihre  Diskriminante  verschmndet.  Ist  r 
der  Rang  der  quadratischen  Form,  so  besitzt  sie  n  —  r  linear 
unabhängige  Doppelpunkte;  jeder  von  diesen  linear  abhängige 
Funkt  ist  dann  ebenfalls  Doppelpunkt. 


^11^1  +  - 

•  +  «i„c„  =  0 

««1^1  +  • 

•  +  a»„«,  =  0 
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Verschwindet  die  Diskriminante  der  quadratischen  Form, 
so  ist  der  Punkt  (^.^ ,  Ä.^r  '  '  An)  ®i^  Doppelpunkt,  falls 
nicht  alle  diese  Ä  verschwinden.  Die  Ä.^  sind  dabei  die  al- 
gebraischen Komplemente  der  einzelnen  Elemente  in  der  Dis- 
kriminante. 

Von  großer  Bedeutung  ist  folgende  Identität  (vgl.  (2),  §  38) : 


(4) 


1  11 

n 


Sie  kann  in  bezug  auf  alle  Buchstaben,  die  darin  vor- 
kommen, als  Identität  angesehen  werden.    Ist  nun  (Cj,  Cg,  •  •  •  cj 

n 

ein   Doppelpunkt    der   quadratischen   Form  ^a.jX^Xj,    so    ver- 

1 
schwinden  rechts  die  beiden  letzten  Glieder,   wenn  man  die  y 

durch  die  c  ersetzt.     Es  ist  dann  also: 

1  1 

Besteht  umgekehrt  die  Identität  (5),  so  ist  (c^,C2,-  -  -  c^) 
ein  Doppelpunkt,  sofern  nicht  sämtliche  c  verschwinden.  Denn 
ersetzt  man  in  (4)  die  y  durch  die  c,  und  subtrahiert  davon 
(5),  so  ergibt  sich 

1  1 

eine  Identität  in  X  sowie  auch  in  den  ^,  und  daher  ist 

n 

Damit  ist  der  folgende  Satz  bewiesen: 

Satz  3.  Der  Punkt  (c^,  Cg,-  •  •  cj  ist  dann  und  nur  dann 
ein  Doppelpunkt  der  quadratischen  Form  (1),  wenn  nicht  alle  c 
verschwinden  und  sowohl  für  X  als  auch  für  ^i,-  -  •  ^n  die  Iden- 
tität (5)  besteht. 

Übungen 

1.  Ist  (q,  Cg,  •  •  •  c„)  ein  Doppelpunkt  der  Form  (1),  die  für  den 
Punkt  (y^,  Vii  •  •  •  2/n)  verschwindet,  so  verschwindet  die  Form  auch  für 
jeden  Punkt,  der  von  c  und  y  linear  abhängt. 

2.  Bilde  und  beweise  die  Umkehrung. 
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45.  Reduktion  einer  quadratischen  Form  auf  eine 
Summe   von   Quadraten.     Ist   in    der    quadratischen   Form 

n 

(1)  ^{^l,---^n)=2<^ij^i^i 

1 

der  Koeffizient  a^.  von  Null  verscliieden,  so  läßt  sich  die 
Form  durch  eine  Transformation,  die  von  Lagrange  herrührt, 
vereinfachen. 

Die  Differenz 

ist  von  x^  unabhängig,  wie  man  sich  durch  Ausrechnung  über- 
zeugt.    Wir  bezeichnen  sie  mit  0^,  setzen  also: 

Jetzt  üben  wir  die  nicht-singuläre  Transformation  aus: 

r 
a     Xa 


(2) 


«lO 


n  « 

Dadurch  geht  die  quadratische  Form  ^  über  in 

worin  außer  im  ersten  Gliede  x^'  nicht  mehr  vorkommt. 

Diese  Reduktion  kann  im  allgemeinen  auf  verschiedene 
Arten  ausgeführt  werden.  Nur  dann,  wenn  die  Koeffizienten 
sämtlicher  quadratischer  Glieder  in  der  ursprünglichen  Form 
verschwinden,  versagt  das  Verfahren. 

Für  den  Fall,  daß  in  der  neuen  quadratischen  Form  ^^ 
nicht  sämtliche  quadratische  Glieder  den  Koeffizienten  Null 
besitzen,  können  wir  diese  Form  in  gleicher  Weise  weiter 
reduzieren,  wenn  wir  die  Veränderlichen  x^ ,-  •  -  x^  einer  ge- 
eigneten nicht-singulären  linearen  Transformation  unterwerfen. 
Eine  solche  ist,  auch  als  Transformation  aller  x  angesehen, 
{x^'^x^),  noch  nicht- singulär.  Aus  (3)  erhalten  wir  dann 
die  Form 


1)  Diese  Zeile  fällt  fort,  wenn  i=l  ist. 
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(4)  ^<'^+^<'=+o,(V,...0- 

Auf  ^2  1^^^  ^^^^  ^^^  gleiche  Verfahren  anwenden;  durch 
eine  Anzahl  aufeinanderfolgender  nicht-singulärer  linearer  Trans- 
formationen läßt  sich  demnach  0  schließlich  auf  die  folgende 
Gestalt  bringen: 

(5)  c^x^"  +  c.^x^^ -\ h  c^xj. 

Diese  aufeinanderfolgenden  Transformationen  können  nun 
durch  eine  einzige  nicht-singuläre  lineare  Transformation  ersetzt 
werden;  somit  gilt  der  Satz: 

Satz.  Jede  quadratische  Form  in  n  Veränderlichen  'kann 
vermöge  einer  nicht-singulären  linearen  Transformation  in  die 
Form  (5)  übergeführt  werden. 

Dieser  Satz  ist  aber  noch  nicht  vollständig  bewiesen. 
Wenn  nämlich  an  irgend  einer  Stelle  dieser  Reduktion  eine 
quadratische  Form  0.  auftritt^  die  überhaupt  keine  Veränder- 
liche im  Quadrat  enthält,  so  kann  das  auseinandergesetzte  Ver- 
fahren nicht  mehr  fortgesetzt  werden.  Bevor  wir  diesen  Fall 
allgemein  betrachten^  wollen  wir  erst  durch  ein  ^ahlenbeispiel 
das  bisher  Entwickelte  erläutern. 

Beispiel. 

^  X^    ~\~      X-^  X^  ~\~  ö  X-^  Xq 


'S 

0  =  1  -f    x^x^  —  3^2^    +  ^x^x^, 

-f  ^XzX^-\-  ^x^Xc^  -f-  2x^^ 
wobei 


0^=-\{x^^^x^y—?>x^^-]-l^x^x^-\-2x. 


"  2  *^2  I       ^X^X^ 


~\~  O  Xo  Xi)        <J^  Xo 

7  V         2      2'     ^'^37  7    "^S    • 

Vermöge  der  nicht-singulären  linearen  Transformation 

Xh       =     ^  X-t     —\~     Xa  ~\~     ö  Xn 


^3 

rCg     =  X^ 

reduziert  sich  0  also  auf 

2  «^l  7  **'2  7   "^3     ' 

Hier  haben  wir  nur  eine  Reduktion  ausgeführt,  obwohl 
von  vornherein  drei  und  nach  dem  ersten  Schritt  noch  zwei 
möglich  waren.  — 
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Jetzt  wollen  wir  den  Beweis  unseres  Satzes  vervollstän- 
digen. Wir  setzen  also  jetzt  voraus,  daß  die  Koeffizienten  aller 
quadratischen  Glieder  in  0  verschwinden^);  es  soll  aber  a^g  +  0 
sein.     Dann  können  wir  schreiben: 

n 

+  2^2fe^3  + h  a^n^n)  +2^i3^i^i 

3 

=  ^(^^12^2  +  «13^3  +  •  •  •  +  au,X^ 

•  (ö^21^1  +  0^28^3  +  •  •  •  -f  a^n^n)  +   ^1^ 


WO 


^1  =  -  ^-K3^3  +  •  •  •  +  Ö^ln^n)(«23^3  +  '  '  '  +  «2n^J 

n 

-\-  ^a.jX.Xj. 

3 

Daher  führt  die  nicht-singuläre  lineare  Transformation 


Xa     W'Qi  X-i  * 


21**'l 


Xo 


«+  ^i«r  --O- 


die  Form  0  über  in 
2 

Durch    die   weitere   ebenfalls   nicht-singuläre   lineare   Transfor- 
mation 

X^    =  X■^_  -\-  X2 
//ff 


:r.  = 


cc„ 


geht  diese  letzte  quadratische  Form  dann  über  in 

Wir   hatten   vorausgesetzt,   a^g   sei  von  NuU  verschieden. 
Wäre  »12  =-=  0,   aber  a.^  4=  0,  so   hätte   man  in  der  obigen  Re- 

1)  Das  folgende  Verfahren  gilt  auch,  wenn  nur  a^^  =  «22=  ^1  gleich- 
viel ob  die  übrigen  Koeffizienten  «,-,•  verschieden  sind  oder  nicht. 
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duktion  nur  die  Indices  anders  zu  bezeichnen.  Der  einzige 
Fall,  wo  die  Reduktion  nicht  möglich  (aber  auch  nicht  nötig) 
ist,  ist  der,  wo  sämtliche  Koeffizienten  der  quadratischen  Form 
verschwinden. 

Versagt  also  das  Verfahren  von  Lagrange,  so  läßt  sich 
das  eben  Auseinandergesetzte  anwenden,  und  damit  ist  unser 
Satz  vollständig  bewiesen. 

Übungen 

1.  Die  quadratische  Form  in  fünf  Veränderlichen,  für  die  a^y=|t — j\ 
ist,  soll  auf  die  Gestalt  (5)  gebracht  werden. 

2.  Die  quadratische  Form 

^x^  —  Qy^  —  ^z^ -\-Qxy—lA:XZ  -\-l^xw  -\-Syz  -\-  12yw  —  4:ZW 
soll  auf  die  Gestalt  (5)  gebracht  werden. 

3.  Ist  (2/1 ,  2/2 1  ■  •  ■  Vn)  ^^^  Punkt,  für  den  eine  gegebene  quadratische 
Form  nicht  verschwindet,  so  läßt  sich  stets  (auf  unendlich  viele  Weisen) 
eine  lineare  Transformation  angeben,  die  y  in  den  Punkt  (0,  •  •  • ,  0 , 1) 
und  die  Polarform  Za^^y^Zj  in  kz^^  überführt.  Diese  Transformation 
beseitigt  aus  der  quadratischen  Form  alle  Glieder  in  ic„  mit  Ausnahme 
des  in  x^^  dessen  Koeffizient  von  Null  verschieden  wird. 

4r.  Die  in  Übung  3  erklärten  Transformationen  sind  die  einzigen, 
die  auf  die  quadratische  Form  die  erwähnte  Wirkung  haben. 

5.  Es  soll  direkt  bestätigt  werden,  daß  die  beiden  in  diesem  Ab- 
schnitt auseinandergesetzten  Reduktionsmethoden  spezielle  Fälle  der 
Transformation  in  Übung  3  sind. 

46.  Normalform.  Äquivalenz  quadratischer  Formen. 

Bei  dem  im  letzten  Abschnitt  auseinandergesetzten  Reduktions- 
verfahren kann  es  an  irgend  einer  Stelle  eintreten,  etwa  wenn 
die  Reduktion  bis  zu  folgendem  Ausdruck  gelangt  ist: 

c^x^^  +  •  •  •  +  W  +  ^.fe+i.  •  •  •  ^J , 
daß  die  Form  ^^  identisch  verschwindet.  Dann  ist  eine  weitere 
Reduktion  nicht  nötig;  in  der  Gleichung  (5)  des  letzten  Ab- 
schnitts ist  dann  c^^^  =  c^^2  =  •  •  •  =  ^«=  t>,  während  alle  vor- 
hergehenden c  von  Null  verschieden  sind.  Um  zu  sehen,  wann 
ein  solcher  Fall  eintreten  kann,  betrachten  wir  die  Matrix 

q     0  .  •  .  0  I 
0     C2  •  •  •  0 


0    0  . . .  .Jl 

B 6c her,  höhere  Algebra  10 
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der  reduzierten  Form  (5)  in  §  45.  Der  Rang  dieser  Matrix 
ist  offenbar  gerade  gleich  der  Anzahl  der  nicht  verschwinden- 
den c.  Der  Rang  der  transformierten  Form  ist  aber  derselbe, 
wie  der  der  ursprünglichen.     Daher  gilt  der  Satz: 

Satz  1.     Eine  quadratische  Form   läßt  sich   vermöge  einer 
nicht-singulären  linearen  Transformation  auf  die  Gestalt 


(1) 


Ci^'rH h  c^oc^ 


in  der  Icein  c  verschwinden  soll,   dann  und  nur  dann  bringen^ 
wenn  sie  vom  Range  r  ist. 

Die  Werte  der  r  Koeffizienten  c^,  •  -  •  c^  sind  —  abgesehen 
von  der  Forderung,  daß  sie  nicht  Null  sein  dürfen  —  unwe- 
sentlich, wie  man  sofort  sieht,  wenn  man  auf  die  Form  (1) 
die  Transformation  ausübt: 


(2) 


x,=y^v 


•^r=Vbr 


X, 


r  +  1 


"r  +1 


wobei  die  \y-''\  ganz  beliebige  Werte  sind,  von  denen  je- 
doch keiner  Null  sein  darf.  Diese  Transformation  ist  dann 
nicht-singulär  und  führt  die  Form  (1)  über  in 

(3)  \x,"'+---+K<'- 

Satz  2.  Jede  quadratische  Form  vom  Range  r  kann  ver- 
möge einer  nicht-singulären  linearen  Transformation  auf  die 
Gestalt  (3)  gebracht  werden y  wobei  die  h  beliebig  vorgegebene 
Werte  haben,  von  denen  aber  keiner  verschwindet. 

Setzen  wir  alle  k  gleich  1,  so  erhalten  wir  den  weiteren  Satz : 
Satz  3.     Jede  quadratische  Form  vom  Range  r  kann  ver- 
möge einer  nicht-singulären  linearen  Transformation  auf  die  Nor- 
malform  gebracht  werden: 


(4) 


+  •••  +  «/. 
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Ferner  folgt  jetzt: 

Satz  4.  Zwei  quadratische  Formen  sind  gegenüber  nicht- 
singulären  linearen  Transformationen  dann  und  nur  dann  äqui- 
valent, wenn  sie  gleichen  Rang  besitzen. 

Notwendig  ist  diese  Bedingung,  da  der  Rang  invariant 
ist.  Daß  sie  hinreichend  ist,  folgt  daraus,  daß  jede  der  beiden 
Formen  auf  die  Gestalt  (4)  transformiert  werden  kann. 

Die  Normalform  (4)  hat  vor  anderen  Gestalten,  die  man 
aus  (3)  durch  Spezialisierung  der  Konstanten  erhalten  könnte, 
außer  ihrer  Symmetrie  keinen  wesentlichen  Vorzug.  Man  könnte 
an  Stelle  von  (4)  etwa  auch  die  Normalform 

bilden,  die  vom  geometrischen  Standpunkt  aus  vorteilhafter  ist, 
insofern  sie  zu  einem  geometrischen  Gebilde  Veranlassung  gibt, 
welches  unendlich  viele  reelle  Punkte  enthält. 

Wir  bemerken  schließlich  noch,  daß  die  in  diesem  Ab- 
schnitt benutzten  Transformationen,  wenn  wir  uns  auf  reelle 
Formen  beschränken,  nicht  notwendig  reell  sind. 

Übung 

Wende  die  Ergebnisse  dieses  Abschnitts  auf  die  Lehre  von  den 
riächen  zweiter  Ordnung  an. 

47.  Reduzible  Formen.  Eine  quadratische  Form  heißt 
reduzihel,  wenn  sie  identisch  gleich  dem  Produkt  zweier  linearer 
Formen  ist,  wenn  also 

n 
1 

Wir  wollen  eine  notwendige  und  hinreichende  Bedingimg 
dafür  aufsuchen.  Zunächst  nehmen  wir  also  an,  daß  die  Iden- 
tität (1)  besteht,  und  betrachten  nacheinander  die  Fälle,  wo  die 
beiden  Faktoren  rechts  linear  unabhängig  sind,  und  wo  sie 
proportional  sind. 

1.  Im  ersten  Falle  sind  die  &  zu  den  c  nicht  sämtlich  pro- 
portional; nötigenfalls  kann  man  durch  einen  Wechsel  der 
Indices  immer  erreichen,  daß  fcj,  feg  nicht  proportional  zu 
Cj,  Cg  sind. 

10* 
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Dann  ist  die  Transformation 


uCo      


nicht-singulär  und  führt  unsere  quadratische  Form  über  in 


"2  • 


Da  die  Matrix  dieser  Form  den  Rang  2  hat,  ist  auch  die 
ursprüngliche  Form  vom  Range  2. 

2.  Sind  jetzt  in  der  Identität  (1)  die  beiden  Faktoren  rechts 
proportional,  so  kann  man  schreiben: 

1 
Falls  nun  nicht  alle  6  verschwinden  (in  diesem  FaUe  wäre  der 
Rang  der  quadratischen  Form  NuU),  kann  man  unbeschadet  der 
Allgemeinheit  &i  =|=  0  setzen,  so  daß  die  lineare  Transformation 


Xa 


h^l  +   •  •  •  +  K^n 

Ji/9 


x„  = 


nicht-singulär  ist  und  die  quadratische  Form  überführt  in 

diese  Form  besitzt  den  Rang  1, 

Somit  ist  gezeigt,  daß  eine  reduzible  quadratische  Form 
den  Rang  0,  1  oder  2  besitzt.  Jetzt  können  wir  nachweisen, 
daß  jede  quadratische  Form,  deren  Rang  einen  dieser  Werte 
besitzt,  reduzibel  ist. 

Eine  Form  vom  Range  0  ist  offenbar  reduzibel. 

Eine  Form  vom  Range  1  kann  durch  eine  nicht-singuläre 
lineare  Transformation  auf  die  Gestalt  rr/^  gebracht  werden 
(Satz  3,  §  46): 

n 
1 

Ersetzen  wir  hierin  x^  durch  die  x,  so  sehen  wir  sofort,  daß 
die  Form  reduzibel  ist. 
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Eine  Form  vom  Range  2  kann  auf  die  Gestalt  x^'^ -\- x^^ 
gebracht  werden: 

n  

^a-.x^x.  =  x^^-{-  x^ 2  =  (^x^ ^ yZTi x^) (x^' - ]/— 1  x^') . 
1 
Ersetzen  wir  hierin  wieder  x^  und  x^  durch  die  x,  so  ist  die 
Reduzibilität  erwiesen. 

Satz.  Eine  quadratische  Form  ist  dann  und  nur  dann 
reduzibel,  wenn  ihr  Bang  die  Zahl  2  nicht  übersteigt. 

48.  G-anze  rationale  Invarianten  einer  quadra- 
tischen Form.  Die  Diskriminante  a  einer  quadratischen  Form 
ist  (Satz  3^  §  43)  eine  Invariante  vom  Gewicht  2.  Daher  ist 
auch  jede  Potenz  von  a,  deren  Exponent  eine  ganze  Zahl  ist, 
eine  Invariante,  und  ebenso  jedes  Produkt  einer  solchen  Potenz 
mit  einer  Konstanten.     Wir  woUen,  umgekehrt,  beweisen: 

Satz.  Jede  ganze  rationale  Invariante  einer  quadratischen 
Form  unterscheidet  sich  nur  durch  einen  instanten  FaUor  von 
einer  Potenz  der  Diskriminante. 

Wir  beginnen  mit  dem  Falle,   wo  die  quadratische  Form 

(1)  2^aij^i^j 

1 

nicht-singulär  ist.  Mit  c  werde  dann  die  Determinante  einer 
linearen  Transformation  bezeichnet,  die  die  Form  (1)  überführt  in: 

(2)  x,''+x,''+---+x„''. 

Ist  nun  /(«!!,.  ■  •  dnv)  ®^^®  ganze  rationale  Invariante  von  (1) 
vom  Gewicht  (L^,  die,  für  die  Form  (2)  gebildet,  den  Wert  Tc 
annimmt,  so  muß  h  konstant  sein,  d.  i.  unabhängig  von  den 
Koeffizienten  a^^  der  Form  (1),  und  es  ist 

l  ==  c^I. 

Da  nun  die  Diskriminante  a  das  Gewicht  2  hat  und  für  die 
Form  (2)  den  Wert  1  annimmt,  so  ist 

l=c'a. 
Durch  Potenzieren  erhalten  wir  nun  die  beiden  Gleichungen 

k^=^c^^'P,         l=c2^a^ 
und  daraus  folgt: 

(3)  P=^¥a/^. 
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Diese  Gleichung  gilt  für  alle  Wertesysteme  der  Koeffizien- 
ten a^j,  für  die  a  =4=  0  ist;  aus  Satz  5,  §  2  folgt  nun  sofort, 
daß  sie  auch  noch  für  a  =  0  gilt,  also  eine  Identität  in  den 
üij  ist.  Der  zweite  Faktor  auf  der  rechten  Seite  von  (3)  hat 
in  bezug  auf  a^^  den  Grad  ^.^)  Daher  muß  ft  eine  gerade 
Zahl  sein,  denn  der  Grad  von  P  ist  ebenfalls  eine  gerade  Zahl. 
Wir  setzen  daher  /x  =  2v;  aus  Übung  1,  §  2  folgt  dann,  daß 
eine  der  folgenden  beiden  Identitäten  bestehen  muß: 

In  beiden  FäUen  ist  unser  Satz  bewiesen. 

Vergleicht  man  dies  Ergebnis  mit  Satz  4,  §  46,  so  wird 
der  in  §  29  erwähnte  Unterschied  zwischen  den  beiden  Arten 
vollständiger  Invariantensysteme  deutlich.  Im  Sinne  der  Er- 
klärung 2,  §  29  ist  der  Rang  einer  quadratischen  Form  ein 
vollständiges  Invariantensystem.  Ein  vollständiges  Invarianten- 
system, gemäß  dem  in  der  Fußnote  zu  dieser  Erklärung  ge- 
machten Zusatz,  ist  die  Diskriminante. 

49.  Ein  zweites  Verfahren,  eine  quadratische  Form 
in  eine  Summe  von  Quadraten  überzuführen.  Außer 
der  Methode  von  Lagrange,  eine  quadratische  Form  auf  eine 
Summe  von  Quadraten  zu  reduzieren,  gibt  es  noch  andere 
Wege,  zu  demselben  Ziele  zu  gelangen,  von  denen  wir 
einen  sehr  brauchbaren  im  folgenden  angeben  wollen.  Er 
gründet  sich  auf  drei  Sätze.  Der  im  wesentlichen  von  Kron- 
ecker herrührende  Beweis  des  ersten  Satzes  zeigt  in  besonders 
einfacher  Weise,  daß  eine  quadratische  Form  vom  Range  r  mit 
Hilfe  von  nur  r  Veränderlichen  dargestellt  werden  kann,  wie 
wir  auf  anderem  Wege  bereits  in  Satz  1,  §  46  festgestellt 
haben. 

Satz  1.     Ist  der  Rang  r  der  quadratisdien  Form 

(1)  ^{x^,-.-x^)  =  2(^ij^i^i 

1 

größer  als  Null  und  sind  die  Veränderlichen  x^,-  •  -  x^  so  nume- 

rierty  daß  die  r-reihige  Determinante  in  der  linken  oberen  Ecke 


1)  Dabei  ist  allerdings  h^O  angenommen;    daß   unser  Satz   aber 
auch  für  ^-  =  0  gilt,  ist  ohne  weiteres  klar. 
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der  Matrix  nicht  verschwindet,'^)  so  lassen  sich  vermöge  einer 
nicht  -  singulären  linearen  Transformation  neue  Veränderliche 
^\  1  •  '  -^n   einführen,  so  daß 

X.'  =  X.  (i  =  r+l,...  n) 

wird  und  die  Form  (1)  iibergeht  in: 

^,jx:x;. 
1 

In  dieser  neuen  quadratischen  Form  haben  also  die  Ko- 
effizienten,  soweit  sie  vorhanden  sind,  dieselben  Werte,  wie  in 
der  ursprünglichen  Form. 

Wir  suchen  zunächst  unter  Benutzung  der  Gleichungen  (3), 
§  44  einen  Doppelpunkt  {c^,  .  .  .  cj  der  Form  (1). 

Da  die  r-reihige  Determinante  in  der  linken  oberen  Ecke 
der  Matrix  nicht  verschwindet,  können  die  Werte  ^r+i?---^« 
beliebig  angenommen  werden,  worauf  die  übrigen  c  völlig  be- 
stimmt sind.  Wählen  wir  ej,_^^  =  c^_^^=  ■  •  •  ==  <^„_i  =  0,  c„  =  1; 
so  erhalten  wir  einen  Doppelpunkt 

{c„...,c,,Q,...,0,l). 
Wenden  wir  auf  ihn  die  Identität  (5),  §  44  an,  so  ergibt  sich: 

0(x^  +  Aci, . . .,  ^,  +  Ic^,  a;,^i,  ...,x^_^,x^^l)  =  <^{x^,. . .  x„). 

Setzen  wir  hierin  A  =  —  ;r^,  so  erhalten  wir  die  weitere 
Identität : 

Vermöge  der  nicht-singulären  linearen  Transformation^) 
(x;=x,-CiX,  (^=l,...r), 

\x:=Xi  (i  =  r-\-l,...n) 

geht  jetzt  die  Form  (1)  über  in 

n-l 

0(a;/, .  .  .,  Xn-i,  0)  =^aijXiX/. 
1 

Da  das  aber  eine  quadratische  Form  vom  Range  r  in 
n—1  Veränderlichen  ist,  bei  der  die  linke  obere  Determinante 
der  Matrix  von  Null   verschieden  ist,   so   kann   sie  nach  dem 

1)  Daß  eine  solche  Anordnung  möglich  ist,  folgt  aus  Satz  3,  §  20. 

2)  Man  vergleiche  Übung  2,  §  41. 
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eben    auseinandergesetzten  Verfahren    auf  die    Form    reduziert 
werden : 


2<^u<^! 


1 


Die  dabei  benutzte  lineare  Transformation  ist  nicht-singulär, 
und  es  gelten  die  Gleichungen: 

xy  =  x^  (i  =  r-\-l,...n—l). 

Fügen  wir  noch  die  Gleichung  x^'  =  x^  hinzu,  so  ist  die 
Transformation  auch  in  n  Veränderlichen  nicht-singulär.  Setzt 
man  sie  mit  der  vorhin  benutzten  zusammen,  so  ergibt  sich 
eine  nicht-singuläre  resultierende  Transformation,  für  die 

x^' =  X.  {i  =  r-\-l,...n). 

Vermöge  dieser  Transformation  geht  dann  (1)  über  in: 

n-2 

"K"!  ff  ff 

^a.jx,  Xj  . 
1 

Geht  man  auf  diesem  Wege  Schritt  für  Schritt  weiter,  so 
ist  schließlich  der  Satz  bewiesen. 

In  den  beiden  nächsten  Sätzen  bezeichnen  wir  mit  Ä-j, 
wie  üblich,  das  algebraische  Komplement  von  a^j  in  der  Dis- 
kriminante  a  der  quadratischen  Form  (1). 

Satz  2.  Ist  -4„„=|=0,  so  kann  man  durch  eine  nicht-sin- 
guläre lineare  Transformation  neue  Veränderliche  x^'j.  .  .  x^  so 
einführen,  daß 

und  die  Form  (1)  übergeht  in 


n-l 

a 


Die  Diskriminante  der  quadratischen  Form 

n 

^ClijXiXj  —  -J—^n 


ist 

«11  ...     a 


l,n-l 


a 
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Durch  eine  nicht- singulare  lineare  Transformation  von  der- 
selben Art,  wie  beim  vorigen  Satze  (wobei  von  wesentlicher 
Bedeutung  ist,  daß  x^  ==  x^  ist)  erhalten  wir  jetzt 


oder 


n  w  —  1 

^a.^x^x-  -£-ooJ=^a,jX;x;, 

n  n-1 


Satz  3.     Bestehen  die  Belationen 


^nn  —  ^n-l, 


.1=0,    A„. 


1  +  0, 


50  lassen  sich  durch  eine  nicht-singuläre  lineare  Transformation 
neue  Veränderliche  x^\  ...  x.^'  einführen,  daß 

Xfi  _  1  =  Xn  —  1 ,       Xn   =  Xn 

wird  und  die  Form  (1)  übergeht  in 

n-2  g, 

^^a^iX-  Xj  -]-    .  Xfi  Xfi  —  i' 

Die  Determinante,  die  man  erhält,  wenn  man  in  a  die 
beiden  letzten  Zeilen  und  Kolonnen  ausstreicht,  werde  mit  B 
bezeichnet.     Dann  ist  (Zusatz  3,  §  11): 


(2) 


aB  = 


A  A  i 

n- 1,71-1       ft-1,  7»    j  j2  \^  r\ 

i    =  —  ^,»,n-l=1='^- 
^«,  w-1         -^nn  i 


Jetzt  betrachtet  man  die  quadratische  Form 


(3) 


2<^ii^i^j 


2a 

Än,n-1 


n-1  ' 


Ihre  Diskriminante 


(4) 


a. 


l,n-l 


^n-1,1  •  •  •   ^n-l,n-l 


a 


"«1 


^'^'«-l  An,n-1 


«-!'«         An,n-1 

a„^ 


-a-  -^«,«-1^;^-—  -  A^,.-l2;;;^  -  ^(,:i;^;;:zij 

hat   den  Wert  Null,   wie   man   bei   Benutzung  von   (2)   sofort 
sieht.     Ferner    verschwinden    auch    die    beiden    Hauptminoren, 
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die  man  durch  Ausstreichen  der  letzten  Reihe  und  Kolonne 
oder  der  vorletzten  Reihe  und  Kolonne  erhält^  denn  sie  sind 
gleich  Ä^^  bzw.  Ä^_^  ^_^.  Streicht  man  aber  die  beiden 
letzten  Reihen  und  Kolonnen  gleichzeitig  weg^  so  ergibt  sich 
eine  Determinante,  die  den  Wert  B  besitzt,  also  nach  (2)  nicht 
gleich  Null  ist.  Demnach  ist  (Satz  1,  §  20)  die  Determinante  (4) 
vom  Range  n  —  2,  Nach  Satz  1  können  wir  daher  die  Form  (3) 
vermöge  einer  nicht- sin gulären  linearen  Transformation,  für  die 
Xn-i=  Xn-if  a?„' =  ^^  ist,  in  die  neue  Form  überführen: 

n  fj  n  —  2 


Daraus  folsrt: 

n-2 
nr.  =  ^^  n.     nr.'  nr/  -l- 

■A-n,  n  —  1 


ö 
n 


^  a^^x^Xj  =^  d^jX^  x^  -\-  -^-     37" '^"  ^w - 1  • 
1  1 


Zusatz.  JJnter  den  Voraussetzungen  von  Sats  3  kann  die 
quadratische  Form  (1)  vermöge  einer  nicht-singulären  linearen 
Transformation  übergeführt  tverden  in: 

■^7  ff  ff      I  ^^  /       ff'>  ff^\ 

y^f^ij^i    Xj     +1 -{X^l^-Xn    ^). 

'^T^  ''  -^n,  n  —  1 

Das  folgt  sofort,  wenn  man  nach  Vollziehung  der  Re- 
duktion auf  Grund  des  Satzes  3  folgende  Transformation  ausübt: 

<  =  <  (i=l,2,...^-2), 

f  ff  ff 

Xn  —  1  =  Xn  —  1         Xji 

f  ff         ,  ff 

Xn  ^^^  ^n  —  1  T"  ^n   • 

Diese  drei  Sätze  schließen  das  Verfahren,  eine  quadra- 
tische Form  als  Summe  von  Quadraten  darzustellen,  vollständig 
in  sich.  Ist  die  Form  (1)  singulär,  so  beginnen  wir  nach 
Satz  1  damit,  sie  auf  die  Gestalt  zu  bringen: 

r 

^a,jX,Xj. 

1 

Dabei  bedeutet  r  den  Rang  der  Form.  Wenn  nicht  sämtliche 
(r— 1)- reihige  Hauptminoren  in  der  Diskriminante  der  Form 
verschwinden,  können  die  Veränderlichen  x^^,.  .  .  x^  so  angeord- 
net werden,  daß  die  in  Satz  2  angegebene  Reduktion  möglich 
wird.  Die  fragliche  lineare  Transformation  kann  dann  als  eine 
solche  in  allen  n  Veränderlichen  auf<?efaßt  werden  und  ist  nicht- 
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Singular.  Verschwinden  aber  sämtliche  (r  —  l)-reihige  Haupt- 
minoren, so  gibt  es  unter  den  algebraischen  Komplementen  der 
Elemente  mindestens  eins,  welches  nicht  Null  ist;  etwa  A.^-^ 
bei  geeigneter  Abänderung  der  Reihenfolge  der  Veränderlichen 
kann  es  als  A^  ^._^  genommen  werden.  Dann  ist  die  Reduktion 
nach  Zusatz  zu  Satz  3  möglich. 

Auf  diesem  Wege  kommen  wir  schließlich  genau  wie  in 
Satz  1,  §  46  zu  dem  Ergebnis,  daß  eine  quadratische  Form 
vom  Range  r  vermöge  einer  nicht -singulären  linearen  Trans- 
formation immer  schließlich  in  die  Form  übergeführt  werden 
kann: 

q^i^H h  c^xj^. 

Die  Anordnung  der  Operationen  in  diesem  Abschnitt  ist 
in  gewissem  Sinne  der  früheren  in  §  45  gerade  entgegengesetzt. 
Hier  lassen  wir  bei  jedem  Schritt  die  Koeffizienten  des  unre- 
duzierten Bestandteils  der  Form  un  geändert  und  ändern  nur 
die  darin  vorkommenden  Veränderlichen  ab.  In  §  45  wurden 
dagegen  die  Koeffizienten  des  unreduzierten  Bestandteils  geändert, 
aber  nicht  seine   Veränderlichen. 
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Kapitel  XI 
Reelle  quadratische  Formen 

50.  Trägheitsgesetz.  Bei  den  reellen  quadratischen 
Formen,  zu  denen  wir  jetzt  übergehen,  handelt  es  sich  um  den 
Einfluß  reeller  linearer  Transformationen. 

Die  sämtlichen  Operationen,  die  wir  im  letzten  Kapitel 
anwandten,  waren  rational,  (d.  i.  Addition,  Subtraktion,  Mul- 
tiplikation und  Division)  mit  alleiniger  Ausnahme  der  Wurzeln 
in  den  Formeln  (2),  §  46.  Insbesondere  geschah  die  Reduktion 
in  §  45  (und  ebenso  die  von  §  49)  nur  mit  Hilfe  rationaler  Ope- 
rationen. Diese  geben  aber,  auf  reelle  Größen  angewandt, 
reelle  Resultate;  somit  gilt  jetzt  auch  der  Satz: 

Satz  1.  Eine  reelle  quadratische  Form  vom  Range  r  Jcann 
vermöge  einer  reellen  nicht- singulären  linearen  Transformation 
auf  die  Form  gebracht  werden: 

(1)  Ci^l'2  _|_  ^^^^2  _| Y  C^X;.^, 

tvobei  die  Koeffizienten  c^, .  .  .  c^  sämtlich  reell  und  von  Null 
verschieden  sind. 

Wie  wir  im  letzten  Kapitel  ferner  gesehen  haben,  läßt 
sich  diese  Gestalt  auf  verschiedene  Arten  erreichen;  dabei 
werden  sich  für  die  Koeffizienten  Cj ,  .  .  .  c^  bei  den  verschiedenen 
Reduktionen  verschiedene  Werte  ergeben.  Die  Vorzeichen  dieser 
Koeffizienten  hängen,  abgesehen  von  der  Reihenfolge,  in  der 
sie  auftreten,  nicht  von  der  besonderen  Art  der  Reduktion 
ab,  wie  der  folgende  wichtige,  gleichzeitig  von  Jahobi  und 
Sylvester  entdeckte  Satz  aussagt,  der  von  letzterem  als  Träg- 
heitsgesetz der  quadratischen  Formen  bezeichnet  worden  ist: 

Satz  2.  Kann  eine  quadratische  Form  vom  Range  r  durch 
reelle  nicht -singulare  lineare  Transformationen  auf  die  Gestalt  (1) 
und  auf  die  Gestalt 

(2)  Ä:i<2  +  A'2<'  +  ---  +  ^r<" 

reduziert  tverden,  so  enthält  die  Form  (1)  ehensoviele  positive 
Koeffizienten^  wie  die  Form  (2). 

Zum  Beweis  nehmen  wir  an,  daß  die  x  und  x'  so  nu- 
meriert sind,  daß  von  den  c  die  ersten  /i,  und  von  den  k  die 
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ersten  v  positiv,  alle  übrigen  Koeffizienten  aber  negativ  sind. 
Dann  ist  also  zu  zeigen,  daß  ft  =  1/  ist.  Wäre  das  nicht  der 
Fall,  so  müßte  eine  dieser  beiden  Zahlen,  etwa  ju,  größer  sein. 
Wir  wollen  beweisen,  daß  diese  Annahme  auf  einen  Wider- 
spruch führt. 

Wir  dürfen  die  x  und  x"  einfach  als  Abkürzungen  für 
gewisse  lineare  Formen  in  den  x  ansehen.  Die  Formen  (1) 
und  (2)  sind  dann  beide  identisch  gleich  der  ursprünglichen 
quadratischen  Form,  also  auch  unter  sich  identisch  gleich: 

(3)  C,X^'  +  '  .  .  +  CX'  -k^  +  li^;%l l^rK' 

Jetzt  betrachten  wir  das  System  linearer  homogener  Glei- 
chungen in  (^1 , . . .  x.^ : 

(4)  x;'  =  0,  .  .  .,  <'  =  0,  x^^^^  =  0,  . . .,  ^'„  =  0 . 

Das  sind  v  -\-  n  —  ^i  <,  n  Gleichungen.  Es  gibt  daher  (Satz  3, 
Zusatz  1,  §  17)  Lösungen  dieser  Gleichungen,  bei  denen  nicht  alle 
Unbekannten  Null  sind.  Eine  solche  Lösung  sei  (^1, .  .  .  2/«)- 
Mit  1//,  1//'  bezeichnen  wir  die  Werte,  die  rr/,  x^  annehmen, 
wenn  in  ihnen  die  x^y  .  .  .  ii7„  durch  y^,  •  ■  -Vn  ersetzt  werden. 
Dann  gilt  die  Gleichung: 

c.y^'  +  ■■■  +  eX'  =  - 1  K^i  \y:U \K\  y?- 

Nun  kann  aber  der  Ausdruck  links  nicht  negativ  und  der 
auf  der  rechten  Seite  nicht  positiv  sein.  Beide  müssen  also 
verschwinden,  und  das  ist  nur  möglich  für 

^1'  =  •  •  •  =  Vd  =  Ö- 
Nach  (4)  ist  aber: 

Daraus  folgt,  daß  (2/1,  ••  •  ^J  eine  nicht  ausschließlich  aus 
Nullen  bestehende  Lösung  des  folgenden  Systems  von  n  linearen 
homogenen  Gleichungen  in  n  Unbekannten  ist: 

Dazu  muß  aber  die  Determinante  dieser  Gleichungen  ver- 
schwinden, die  lineare  Transformation,  welche  die  x  in  die  x 
überführt,  ist  singulär,  und  somit  hat  sich  ein  Widerspruch 
ergeben.     Damit  ist  aber  unser  Satz  bewiesen. 
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Man  kann  so  mit  jeder  reellen  quadratischen  Form  zwei 
ganze  Zahlen  P  und  N  in  Beziehung  setzen,  d.  i.  die  Anzahl  der 
positiven  und  die  der  negativen  Koeffizienten,  die  sich  ergeben, 
wenn  die  Form  durch  eine  reelle  nicht-singuläre  lineare  Trans- 
formation auf  die  Normalform  (1)  gebracht  wird.  Diese  beiden 
Zahlen  sind  solchen  Transformationen  gegenüber  offenbar  arith- 
metische Invarianten,  denn  zwei  quadratische  Formen,  die 
durch  eine  solche  Transformation  ineinander  übergeführt  wer- 
den können,  lassen  sich  offenbar  auf  dieselbe  Normalform  (1) 
bringen.^) 

Diese  beiden  Invarianten  P  und  N  hängen  mit  der  In- 
variante r  durch  die  Gleichung  zusammen: 

(5)  P-\-N=r. 

Eine  dieser  drei  Zahlen  ist  also  überflüssig.  Wir  wollen 
daher  weder  P  noch  N  selbst,  sondern  ihre  Differenz  benutzen: 

(6)  s  =  P~N 

und  nennen  mit  Froheniiis  s  die  Signatur  der  quadratischen 
Form. 

Erklärung.  Unter  der  Signatur  einer  reellen  quadratischen 
Form  versteht  man  die  I)iffere7^2  zwischen  der  Anzahl  der  posi- 
tiven und  der  Anzahl  der  negativen  Koeffizienten,  die  sich  ergehen, 
wenn  die  Form  vermittelst  einer  reellen  nicht-singulären  linearen 
Transformation  auf  die  Gestalt  (1)  gebracht  wird. 

Da  die  ganzen  Zahlen  P  und  N  arithmetische  Invarianten 
sind,  so  ist  auch  ihre  Differenz  s  eine  arithmetische  Invariante; 
zu  beachten  ist,  daß  s  nicht  notwendig  positiv  ist. 

Satz  3.  Die  Signatur  einer  quadratischen  Form  ist  eine 
arithmetische  Invariante  gegenüber  reellen  nicht-singulären  linearen 
Transformationen. 

Übungen 

1.  Rang  und  Signatur  einer  quadratischen  Form  sind  entweder 
beide  gerade  oder  beide  ungerade,  ferner  ist:  • 

2.  Irgend  zwei  ganze  Zahlen  r  und  s,  von  denen  r  positiv  oder 
Null  ist,  und  die  die  Bedingungen  in  Übung  1  befriedigen,  können  stets 


1)  P  wird  zuweilen  Trägheitsindex  der  quadratischen  Form  genannt. 
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als   Rang    bzw.  Signatur    einer   reellen   quadratischen  Form    angesehen 
werden. 

3.  Eine  reelle  quadratische  Form  vom  Range  r  und  der  Signatur  s 

kann  in  zwei  reelle  lineare  Faktoren  dann  und  nur  dann  zerlegt  werden, 

wenn 

entweder        r  <C  2 

oder        r  =  2 ,  s  =  0 . 

4.  Eine  quadratische  Form  vom  Range  r  soll  regelmäßig  angeordnet 
heißen  (vgl.  Satz  4,  §  20),  wenn  die  x  so  numeriert  sind,  daß  in  der 
Aufeinanderfolge 

i  a, ,  ...  a.^\ 


I  a^-i  . . .  a^j,  I 


21  ^^22 


J^^=|=0  ist  und  keine  zwei  benachbarten  A  verschwinden. 

Ist  die  Form  reell  und  irgend  ein  A  gleich  Null,  so  haben  die 
beiden  anliegenden  A  entgegengesetztes  Vorzeichen. 

[Hier  und  in  den  folgenden  beiden  Übungen  greife  man  auf  §  49 
zurück.] 

5.  Die  Signatur  einer  regelmäßig  angeordneten  reellen  quadratischen 
Form  ist  gleich  der  Anzahl  der  Zeichenfolgen  vermindert  um  die  Anzahl 
der  Zeichenwechsel  in  der  Reihe  der  A.  Dabei  können  die  A,  welche 
verschwinden,  ganz  nach  Belieben  positiv  oder  negativ  gerechnet  werden. 

6.  Wir  erklären  das  Symbol  sgn  x  (lies:  signum  x\  Signum  =  Vor- 
zeichen) durch  die  Gleichungen: 


sgn  a;  =  - 

f  1 

^>0, 

8gnx  = 

0 

x  =  0. 

sgn  x  =  - 

-  1 

x<:o. 

Es  soll  gezeigt  werden,  daß  die  Signatur  einer  regelmäßig  angeordneten 
reellen  quadratischen  Form  vom  Range  r  durch  den  Ausdruck  ge- 
geben ist: 

sgn  (^0  A^)  +  sgn  {A^A^)  -| h  sgn  (^^_i  J.^). 

51.  Klassifikation  der  reellen  quadratischen  For- 
men. Im  letzten  Abschnitt  bewiesen  wir,  daß  eine  reelle  qua- 
dratisclie  Form  gegenüber  reellen  nicht-singulären  linearen  Trans- 
formationen zwei  Invarianten  besitzt,  ihren  Rang  und  ihre 
Signatur.  Das  Hauptergebnis  des  gegenwärtigen  Abschnitts 
(Satz  2)  wird  darin  bestehen,  daß  diese  beiden  Invarianten  ein 
vollständiges  System  bilden. 

Sind  in  §  46  die  c  und  die  Je  reell,  so  wird  die  Trans- 
formation (2)  dann  und  nur  dann  reell,  wenn  jedes  c  dasselbe 
Vorzeichen  wie  das  entsprechende  Je  besitzt.     Aus  den  weiteren 
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Folgerungen  jenes  Abschnitts  dürfen  wir  jetzt  also  nur  schließen, 
daß  eine  reelle  quadratische  Form  vom  Range  r^  die  durch 
eine  reelle  nicht- singulare  lineare  Transformation  auf  die 
Gestalt 

c^x^  -\ h  c^o;/ 

gebracht  werden  kann,  sich  durch  eine  ebensolche  Transfor- 
mation in  jede  andere  Grestalt 

worin  die  Ä;  beliebige  reelle  vorgegebene  von  Null  verschiedene 
Konstante  bedeuten,  überführen  läßt,  wenn  jedes  h  dasselbe  Vor- 
seichen besitzt  tüte  das  entsprechende  c.  Benutzen  wir  wieder 
die  Zeichen  P  und  N  für  die  Anzahl  der  positiven  bzw.  nega- 
tiven c,  so  kann  die  Transformation  so  eingerichtet  werden, 
daß  die  ersten  P  Koeffizienten  c  positiv,  also  die  letzten  N 
negativ  sind.  Daher  kann  man  jedes  der  P  ersten  h  als  +  1; 
jedes  der  N  letzten  als  —  1  wählen.  Aus  den  Gleichungen 
(5)  und  (6)  in  §  50  folgt,  daß  P  und  N  durch  Rang  und 
Signatur  der  Form  mittelst  folgender  Gleichungen  ausgedrückt 
werden : 

(1)  ,  P  =  ^:-^      N='^. 

Somit  ergibt  sich: 

Satz  1.  Eine  reelle  quadratische  Form  vom  Bange  r  und 
der  Signatur  s  kann  durch  eine  reelle  nicht-singuläre  lineare  Trans- 
formation in  die  Normalform  übergeführt  iverden: 

(2)  x^    -\-'-'-\rXp  —  Xp^^  —  '••—  Xj., 

wobei  P  durch  die  Gleichungen  (1)  bestimmt  ist. 

Jetzt  können  wir  den  grundlegenden  Satz  beweisen: 
Satz  2.     Eine  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  für 
die  Äquivalenz   zweier   reeller   quadratischer   Formen  gegenüber 
reellen  nicht-singulären  linearen  Transformationen  ist  ihre  Über- 
einstimmung in  Bang  und  Signatur. 

Daß  diese  Bedingung  notwendig  ist,  folgt  aus  der  In- 
varianz von  Rang  und  Signatur.  Daß  sie  auch  hinreichend 
ist,  ergibt  sich  aus  der  Tatsache,  daß  zwei  Formen  von  gleichem 
Rang  und  gleicher  Signatur  auf  dieselbe  Normalform  (2)  ge- 
bracht werden  können. 
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Erklärung.  Alle  reellen  quadratischen  Formen,  die  gegen- 
über reellen  nicht-singulären  linearen  Transformationen  zu  einer 
vorgegebenen,  also  auch  untereinander  äquivalent  sind,  heißen  zu 
einer  Klasse  gehörig}) 

So  verteilen  sich,  alle  reellen  nicht-singulären  quadratischen 
Formen  in  vier  Veränderlichen  auf  die  fünf  Klassen  mit  den 
Normalformen: 


(3) 


+       /y     2  /VI     2  /y>     2 
•*'2             •*'3  -^4 

/)rt     2  /VI     .J  /yt     i 

^2  .^3  ^4 

/y     2  /v,     2  /y.      2 

tX/n  lAJO  lA/^        . 


Alle  solche  Formen  gehören  der  einen  oder  anderen  dieser 
fünf  Klassen  an,  die  durch  die  Werte  charakterisiert  sind: 

5  =  4,2,0,-2,-4,         r  =  4. 

Betrachtet  man  aber,  wie  es  bei  vielen  geometrischen 
Problemen  der  Fall  ist,  nicht  die  quadratischen  Formen  selbst, 
sondern  die  Gleichungen,  die  durch  Nullsetzen  solcher  Formen 
entstehen,  so  verringert  sich  die  Zahl  der  Klassen  auf  etwa 
die  Hälfte,  da  zwei  Formen,  die  sich  nur  durch  das  Vorzeichen 
unterscheiden,  ein  und  dieselbe  Gleichung  liefern. 

So  gibt  es  also  nur  drei  Klassen  nicht-singulärer  Flächen 
zweiter  Ordnung  mit  reeller  Gleichung;  ihre  Normalgleichungen 
erhält  man  durch  Nullsetzen  der  ersten  drei  Formen  (3).  In 
nicht-homogenen  Koordinaten  lauten  diese  Gleichungen  fol- 
gendermaßen: 

X^-f-  Y'-Z'  =  l. 

Die  erste  stellt  eine  „nullteilige  Kugel"  dar,  d.  i.  eine 
Kugel  mit  reellem  Mittelpunkt,  aber  ohne  reelle  Punkte. 
Die  zweite  Gleichung  liefert  eine  „einteilige  Kugel",  d.  i.  eine 
solche  mit  oo^  reellen  Punkten,  die  dritte  endlich  ein  ein- 
schaliges Hyperboloid,  welches  durch  Rotation  einer  gleich- 
seitigen    Hyperbel     um     ihre     Nebenachse     entsteht.      Diese 

1)  Dieser  Ausdruck  wird  in  gleicher  Weise  überall  verwandt,  wo 
von  Äquivalenz  die  Rede  ist, 

B 6 eher,  höhere  Algebra  11 
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letzte    Fläche    kann    auch    durch    Drehung  jeder    der    beiden 
Geraden 

Y=l,     X=±Z 

um  die  ^-Achse  erhalten  werden. 

Satz  3.  Es  gibt  gerade  drei  Klassen  nicht- singulär er 
Flächen  zweiter  Ordnung  mit  reeller  Gleichung.  Bei  den  Flächen 
der  beiden  ersten  Klassen  gibt  es  Iceine  reellen  Erzeugenden;  die 
Flächen  der  ersten  besitzen  auch  keinen  reellen  Punkt,  die  der 
zweiten  besitzen  reelle  Punkte;  endlich  haben  die  Flächen  der 
dritten  Klasse  sowohl  reelle  Punkte  als  auch  reelle  Erzeugende.^) 

Diese  Einteilung  ist  vollständig  yon  dem  gewählten  Ge- 
sichtspunkt aus,  wonach  alle  solche  Flächen  als  äquivalent 
zu  gelten  haben,  die  durch  reelle  nicht- singulare  KoUinea- 
tionen  ineinander  verwandelt  werden  können.  Die  übliche 
Klassifikation  geht  von  einem  anderen  (nicht  projektiven)  Stand- 
punkt aus;  man  unterscheidet  da  in  unserer  zweiten  Klasse 
zwischen  EUipsoiden,  zweischaligen  Hyperboloiden  und  ellip- 
tischen Paraboloiden,  in  der  dritten  zwischen  einschaligen 
Hyperboloiden  und  geradlinigen  Paraboloiden. 

Übungen 

1.  In  n  Veränderlichen  gibt  es  -t  (n -f- 1)  (n -)- 2)  Klassen  reeller 
quadratischer  Formen. 

2.  Die  singulären  Flächen  2.  Ordnung  mit  reeller  Gleichung  sollen 
gegenüber  reellen  nicht-singulären  KoUineationen  klassifiziert  werden. 

52.  Defiuite  und  indefinite  Formen.  Erklärung.  In- 
definit heißt  eine  reelle  quadratische  Form,  wenn  in  der  Normal- 
form (2),  §  51,  auf  die  sie  durch  reelle  nicht-singuläre  lineare 
Transformation  gebracht  werden  kann,  sowohl  positive  als  auch 
negative  Vorzeichen  vorkommen.  Alle  übrigen  reellen  qua- 
dratischen Formen  heißen  definit^).  Bei  den  deßniten  Formen 
reden  wir  von  positiven  oder  negativen  Formen,  je  nachdem  die 
Koeffizienten  in  der  Normalform  sämtlich  positiv  oder  negativ  sind. 

1)  Betrachtet  man,  wie  es  hier  geschieht,  nicht  reelle  quadratische 
Formen,  sondern  reelle  homogene  quadratische  Gleichungen,  so  ist  nicht 
mehr  s,  sondern  |  s  \  invariant.  An  Stelle  von  |  s  \  benutzt  man  dann 
bisweilen  die  Charakteristik  der  quadratischen  Form,  d.  i.  die  kleinere 
der  beiden  Zahlen  P  und  N.    Diese  Charakteristik  ist  einfach  \{r —  \s\). 

2)  Einige  Autoren  beschränken  die  Benennung  deßnit  auf  nicht- 
singuläre  Formen  und  nennen  die  singulären  definiten  Formen  semidefinit. 
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Mit  anderen  Worten^  eine  reelle  quadratische  Form  vom 
Range  r  und  der  Signatur  s  ist  definit  nur^  wenn  s  =  +  r  ist; 
in  allen  übrigen  Fällen  ist  sie  indefinit.^) 

Die  Worte  definit  und  indefinit  werden  durch  den  folgen- 
den Satz  motiviert: 

Satz  1.  Eine  positive  defmite  Form  ist  für  alle  reellen 
Wertesysteme  der  Veränderlichen  Null  oder  positiv;  eine  negative 
definite  Form  ist  stets  Null  oder  negativ.  Das  Vormchen  einer 
definiten  Form  ist  also  von  vornherein  bestimmt.  Eine  in- 
definite Form  nimmt  für  reelle  Werte  der  Veränderlichen  sowohl 
positive  als  auch  negative  Werte  an. 

Bewiesen  zu  werden  braucht  nur  die  zweite  Hälfte  des 
Satzes.  Die  indefinite  Form  sei  durch  eine  reelle  Transforma- 
tion auf  die  Normalform  gebracht: 


(1)         x:'+...  +  ^'^^-x';^^ 


Die  X  sind  darin  wieder  gewisse  reelle  lineare  Formen  in 
den  X.  Wir  betrachten  nun  das  System  der  n  —  P  homo- 
genen linearen  Gleichungen 

(2)  a;;^^  =  0,  a;;^,  =  0,  ...,<  =  0. 

Da  diese  Gleichungen  reell  sind  und  ihre  Anzahl  geringer 
ist  als  die  der  Unbekannten,  so  besitzen  sie  reelle  Lösungen, 
die  nicht  ausschließlich  aus  Nullen  bestehen.  Eine  solche 
Lösung  sei  (Pi,  -  -  -  y„).    Sie  kann  nicht  sämtliche  Gleichungen 

(3)  <  =  0,  ...,4=0 

befriedigen,  denn  die  Gleichungssysteme  (2)  und  (3)  bilden  zu- 
sammen ein  System  von  n  homogenen  linearen  Gleichungen 
in  n  Unbekannten,  dessen  Determinante  nicht  verschwindet, 
da  sie  ja  gleichzeitig  Determinante  der  linearen  Trans- 
formation ist,  durch  welche  die  ursprüngliche  quadratische 
Form  in  die  Normalform  (1)  übergeführt  wurde.  Setzen  wir  also 
in  die  ursprüngliche  Form  für  die  ^r^ , .  .  .  x^  die  Werte  2/i  ?  •  •  •  2/« 
ein,  so  erhält  sie  das  positive  Vorzeichen,  wie  die  Normal- 
form (1)  ohne  weiteres  ergibt. 


1)  Noch  anders  ausgedrückt:   Definite  Formen  sind  solche  von  der 
Charakteristik  Null.     Vgl.  die  Fußnote  zu  Satz  3,  §  51. 

11* 
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Setzen    wir   andrerseits    für    die  x   eine    reelle    flicht    aus 
lauter  Nullen  bestehende  Lösung  der  Gleichungen 

in  die  ursprüngliche  Form  ein^  so  nimmt  sie,  wie  auch  hier 
die  reduzierte  Form  (1)  sofort  zeigt,  einen  negativen  Wert  an. 
Jetzt  gehen  wir  zu  einigen  Sätzen  über,  deren  Bedeutung 
der  Leser  am  besten  erkennt,  wenn  er  sich  am  Falle  w  =  4 
ihren  geometrischen  Sinn  klar  macht. 

Satz  2.  Ist  eine  indefinite  quadratische  Form  im  reellen 
Punkte  (2/1,  ...  y„)  positiv  und  im  reellen  Punkte  {^^,  ...  z^) 
negativ,  so  gibt  es  zwei  voneinander  linear  unabhängige,  aber 
von  y  und  s  linear  abhängige  reelle  Punkte,  von  denen  keiner 
ein  Doppelpunkt  ist,  für  die  die  quadratische  Form  verschwindet. 
Die  Bedingung  dafür,  daß  die  quadratische  Form 

n 

(4)  ^o^ij^iXj 

im  Punkte  {y^  +  Xz^,  •  •  •  2/«  +  ^O  verschwindet,  heißt: 

n  n  n 

Diese  in  l  quadratische  Gleichung  besitzt  zwei  getrennte  reelle 
Wurzeln;  denn  aus  der  Voraussetzung,  daß  die  Form  (4)  im 
Punkte  y  positiv  und  im  Punkte  z  negativ  ist,  folgt: 

Wir  nennen  diese  Wurzeln  l^  und  2^ .    Dann  verschwindet 
die  Form  (4)  für  die  beiden  reellen  Punkte 

(5)  (2/1  +  A^^i, .  .  .  y„  +  X^z^y  (2/1  +  Ag^i,  ...?/„  +  A2O, 
die  von  den  Punkten  y  und  z  linear  abhängen. 

Nun  ist  aber: 


(6) 


1    K 


1    x^ 


Vi    Vj 

z,    z, 


yi+ ^i^i   yj+^i^j\ 
yi+  h^i   yj  +  h^j  I 

Da  die  Punkte  y  und  z  linear  unabhängig  sind,  so  können 
die  beiden  ganzen  Zahlen  i  und  j  so  gewählt  werden,  daß  die 
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letzte  Determinante  rechts  von  Null  verschieden  ist.  Daher 
kann  dann  die  Determinante  auf  der  linken  Seite  von  (6)  nicht 
verschwinden,  d.  i.  auch  die  beiden  Punkte  (5)  sind  linear  un- 
abhängig. 

Nun  ist  noch  zu  beweisen,  daß  keiner  der  beiden  Punkte  (5), 
die  wir  kurz  als 

(r„...r„),   {z„...z„) 

bezeichnen  wollen,  ein  Doppelpunkt  ist.     Setzen  wir  noch 

so  ist: 

^i-i^Yi-i^^i  (i=l,2,...w), 

und  es  besteht  die  Gleichung: 

(7)   Ja,,.<^,  =  !>?^a,,  YJ,  -  2;a^  Ja,,  F^Z,  +  i^'2%Z,Z, . 

11  11 

Da  die  Form  (4)  in  den  Punkten  Y  und  Z  verschwindet, 
muß  in  (1^  das  erste  und  das  letzte  Glied  rechts-  gleich  Null 
sein.  Wäre  nun  Y  oder  Z  ein  Doppelpunkt,  so  müßte  auch 
das  mittlere  Glied  verschwinden;  das  ist  aber  nicht  möglich, 
da  die  linke  Seite  von  (7)  nach  Voraussetzung  negativ  ist. 
Damit  ist  unser  Satz  völlig  bewiesen. 

Der  Vollständigkeit  halber  schließen  wir  hier  den  unmittel- 
bar einleuchtenden  Zusatz  an: 

Zusatz.  Die  einsigen  von  y  und  z  linear  abhängigen  Funkte, 
in  denen  die  quadratiscJie  Form  verschivindet,  sind  die  von  Y 
oder  von  Z  linear  ahJiängigen  Punhte.  Hierunter  sind  keine 
Doppelpunkte. 

Ein  weiterer  Satz  von  großer  Wichtigkeit  für  die  Theorie 
der  reellen  quadratischen  Formen  ist  der  folgende: 

Satz  3.  Eine  reelle  quadratische  Form  ist  dann  und  nur 
dann  defhiit,  wenn  sie  außer  in  ihren  Doppelpunkten  (und  für 
das  Wertesystem  (0,  0,  ...  0))  in  keinem  reellen  Funkte  ver- 
schwindet. 

Zunächst  nehmen  wir  eine  reelle  quadratische  Form  an, 
die  außer  in  ihren  Doppelpunkten  und  abgesehen  vom  Werte- 
system (0,  0,  ...  0)  in  keinem  reellen  Punkte  verschwindet. 
Wäre  sie  indefinit,  so  ließen  sich  nach  Satz  1  zwei  reelle 
Punkte  y  und  z  angeben,  so  daß  sie  für  den  einen  positiv,  für 
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den  andern  negativ  wäre.  Nach  Satz  2  würde  es  dann  zwei 
von  y  und  z  linear  abhängige  reelle  Punkte  Y  und  Z  geben, 
für  die  die  quadratische  Form  verschwindet.  Da  diese  linear 
unabhängig  sein  müßten,  würde  keins  der  Wertesysteme 
{Y^, .  .  .  FJ  und  (Z^,  .  .  .  ZJ  aus  lauter  NuUen  bestehen  können. 
Weder  Y  noch  Z  wäre  ferner  ein  Doppelpunkt.  Daher  muß 
die  Form  definit  sein,  und  die  Bedingungen  unseres  Satzes 
sind  als  ausreichend  erwiesen. 

Es  muß  also  noch  gezeigt  werden,  daß  eine  definite  Form 
nur  in  ihren  Doppelpunkten  und  in  dem  Punkte  (0,  0,  ...  0) 
verschwinden  kann. 

Wir  setzen  jetzt  also  die  Form  (4)  als  definit  voraus  und 
nehmen  an,  sie  verschwände  im  reellen  Punkte  {y^,  ...  y^. 
Dann  gilt  offenbar  die  Identität: 

n  n  n 

1  11 

Setzen  wir  jetzt  voraus,  es  wäre  y  weder  der  Punkt  (0,0,.  ..0) 

n 

noch  ein  Doppelpunkt.     Dann   kann   der  Ausdruck  ^a.jX^y- 

nicht  identisch  verschwinden,  und  daher  läßt  sich  ein  reeller 
Punkt  (^1^  .  .  .  zJ  finden,  für  den 


Setzen  wir  noch 


^=^%^^2/,  +  0. 


(^=^(^ij^i^j^ 


so  ist 

(8)  ^''iM  +  '■ViK^j  +  '^yj)  =  c  +  2xic. 

1 
Für  einen  gegebenen  reellen  Wert  von  A  ist  die  linke 
Seite  dieser  Gleichung  der  Wert  der  quadratischen  Form  (4) 
in  einem  gewissen  reellen  Punkte.  Da  die  rechte  Seite  von  (8) 
für  sehr  große  positive  und  sehr  große  negative  Werte  von  A 
entgegengesetzte  Vorzeichen  annimmt,  die  linke  Seite  aber  ihr 
Vorzeichen  nicht  wechseln  kann,  so  führt  unsere  Annahme, 
daß  y  kein  Doppelpunkt  und  auch  nicht  der  Punkt  (0,  0, ...  0) 
sei,  auf  einen  Widerspruch.  Damit  ist  unser  Satz  völlig  be- 
wiesen. 
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Zusatz.  Eine  nicM-singuläre  definite  quadratische  Form 
verschwindet  für  reelle  Wertesysteme  der  Veränderlichen  nur, 
wenn  sämtliche  Veränderliche  den   Wert  Null  haben. 

Aus  diesem  Zusatz  ergibt  sich  leicht: 

Satz  4.  In  einer  nicht-singulären  definiten  Form  kann  kein 
quadratisches  Glied  den  Koeffizienten  Null  haben. 

Denn  die  Form  (4)  verschwindet,  falls  a^.  =  0  ist,  im 
Punkte 

^1  =  '  •  ■  =  ^i-l   ==  ^j  +  l  ^  '  *  *  "^  ^n  ^  ^?   ^t  =   1  ? 

kann  dann  also,  wenn  sie  nicht- singulär  sein  soll,  nicht  gleich- 
zeitig definit  sein. 

Übungen 

1.  Erklärung:.  Unter  einei  orthogonalen  Transformation^)  versteht 
man  eine  lineare  Transformation ,  die  die  Veränderlichen  x^^ .  .  .x^  in 
die  neuen  Veränderlichen  x[, .  .  .x!^  überführt ,  so  daß  die  Identität 
besteht: 

^1 '  +  ^2  ^  H \-  ^n^  =  ^[^^ -\- ^i'  -\ h  ^n'^- 

Beweise,  daß  jede  orthogonale  Transformation  nicht-singulär  ist, 
und  daß  ihre  Determinante  entweder  -\-  1  oder  —  1  ist. 

2.  Alle  orthogonalen  Transformationen  in  n  Veränderlichen  bilden 
eine  Gruppe;  ebenso  bereits  alle  orthogonalen  Transformationen  in  n  Ver- 
änderlichen, die  die  Determinante  -j-  1  besitzen. 

3.  Eine  lineare  Transformation  ist  dann  und  nur  dann  orthogonal, 
wenn  sie  die  „Entfernung" 


irgend  zweier  Punkte  (y^, . . .  y„)  und  {z^, .  .  ■  Zn)  invariant  läßt. 

4.  Werden  im  Falle  n  =  S  die  Veränderlichen  x^,  x^,  x^  als  in- 
homogene rechtwinklige  Koordinaten  im  Räume  gedeutet,  so  stellt  die 
orthogonale  Transformation  entweder  eine  Drehung  um  den  Anfangs- 
punkt der  Koordinaten  dar,  oder  eine  ümlegung,  die  aus  einer  solchen 
Drehung  hervorgeht  durch  Zusammensetzung  mit  der  Spiegelung  an 
einer  Ebene  durch  den  Koordinatenanfangspunkt. 

Im  ersten  Falle  ist  die  Transformationsdeterminante  -)-  1,  im  zweiten 
Falle  —  1. 

5.  Die  Koeflizienten  einer  linearen  Transformation  sollen,  wie 
üblich,  mit  c^j  bezeichnet  werden.  Die  Transformation  ist  dann  und  nur 
dann  orthogonal,  wenn  die  Gleichungen  bestehen: 

ch  +  cii+-  ■  ■  +  C;fi=  1  (*  =  1.  2, . . .  n), 

(i  =  l,2, .  ..n 


1)  Die  Matrix  einer  solchen  Transformation  heißt  eine  orthogonale 
Matrix,  ebenso  ihre  Determinante  eine  orthogonale  Determinante. 
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Diese  Relationen  stellen  auch  dann  noch  die  notwendige  und  hinrei- 
chende Bedingung  für  die  Orthogonalität  der  Transformation  dar,  wenn 
man  bei  allen  c  die  beiden  Indizes  vertauscht.^) 


1)  Die  obigen  Gleichungen  stellen  ^n{n-\-l)  Relationen  zwischen 
den  n^  Transformationskoeffizienten  dar.  Das  legt  nahe,  alle  diese  Ko- 
effizienten vermittelst 

2      n(n+l) n(n — 1) 

von  ihnen,  oder  mit  Hilfe  von  ^n{n  —  1)  andern  Parametern  darzustellen. 
Wegen  der  Cayleyschen  Behandlung  dieses  Problems  vergleiche  man  das 
Buch  von  Pascal:  Die  Determinanten  §  47.  Die  Cayleyschen  Formeln 
sind  aber  insofern  unvollständig,  als  gewisse  orthogonale  Transformationen 
nur  durch  einen  Grenzübergang  aus  ihnen  abzuleiten  sind. 
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Kapitel  XII 

System  einer  quadratischen  und  mehrerer 
linearer  Formen 

53.  Beziehungen  von  Ebenen  und  Geraden  zu  einer 
Fläche  2.  Ordnung.     Ist  die  Ebene 

(1)  Wi^l  +  ^2^2  +  %^3  +  %^4  =  ^ 

eine  walire  Tangentialebene  der  Fläche  2.  Ordnung 

4 

(2)  ^(^ij^i-^.i  =  ^, 

1 

so  gibt  es  einen  Punkt  (y^  '-y^'-Vi'-  V^i  ^^r  auf  der  Ebene  (1) 
liegt  (Berührungspunkt),  für  den  die  Polarebene 

(3)  2<'ii'-^iy>  =  0 

1 

mit  (1)  zusammenfällt.  Zwei  Gleichungen  ersten  Grades  können 
nur  dann  dieselbe  Ebene  darstellen,  wenn  ihre  Koeffizienten 
proportional  sind.     Daher  ergeben  sich  die  Gleichungen: 


(4) 


«11^1  +  ö^i22/2  +  ^hiV^  +  «14//4—  Q^h  =  ö 

«^21 2/1  +  «222/2  +  «23!/3  +  «242/4—  Q'^h  ^  ^ 

«3l2/l  +  «32^/2  +  «332/3  +  «342/4—  Q^H  =  ö 

«4l2/l  +  «422/2  +   «432/3  +  «442/4  -  (>'^4  =  0 


Ferner  gilt  noch,  da  der  Punkt  y  auf  der  Ebene  (1)  liegt, 
die  weitere  Relation: 

(5)  u^y,  +  ^^22/2  +  ^hVi  +  ^*42/4  =  0- 

Abgeleitet  sind  die  Gleichungen  (4)  und  (5)  unter  der 
Voraussetzung,  daß  die  Ebene  (1)  wahre  Tangentialebene  der 
Fläche  (2)  ist;  sie  gelten  aber  auch  noch  für  Pseudotangential- 
ebenen.  Dann  ist  die  Fläche  nämlich  ein  Kegel,  von  dem  ein 
Doppelpunkt  auf  der  Ebene  (1)  liegen  muß.  Ist  y  dieser 
Doppelpunkt,  so  ist  die  Gleichung  (5)  erfüllt.  Jetzt  ist  aber 
die  linke  Seite  von  (3)  identisch  NuU,  und  die  Gleichungen  (4) 
werden  durch  q  =  0  befriedigt. 
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Somit  ist  gezeigt,  daß  in  allen  Fällen,  wo  die  Ebene  (1) 
Tangentialebene  der  Fläche  (2)  ist,  fünf  Konstante  y^,  2/2?  2/37  ^4;  9 
existieren,  die  den  Gleichungen  (4)  und  (5)  genügen  und  von 
denen  die  ersten  vier  nicht  sämtlich  verschwinden.    Daher  ist: 


(6)  «31        «32       «33        «3^       ^31=0 


«11 

«12 

«13 

«14 

U, 

«.1 

«22 

«23 

«24 

U, 

«31 

«32 

«33 

«34 

%i 

«41 

«42 

«43 

«44 

% ! 

U, 

IL, 

W3 

W4 

0  ' 

Ist  umgekehrt  die  letzte  Gleichung  erfüllt,  so  gibt  es  fünf 
Konstante  y^,  y^,  2/3;  Pij  Q^  ^i^  die  Gleichungen  (4)  und  (5) 
befriedigen  und  nicht  sämtlich  Null  sind.  Aber  auch  die  ersten 
vier  dieser  fünf  Größen  können  nicht  sämtlich  verschwinden, 
da  sonst  aus  den  Gleichungen  (4)  und  der  Tatsache,  daß  nicht 
alle  u  Null  sind,  folgen  würde  ^  =  0. 

Es  gibt  also,  wenn  die  Gleichung  (6)  erfüllt  ist,  einen 
Punkt  (2/1 : 2/2  •  2/3  •  2/4)  i^  ^6^'  Ebene  (1),  dessen  Koordinaten 
zusammen  mit  einer  Konstanten  q  die  Gleichungen  (4)  befrie- 
digen. Für  ^  =  0  würde  folgen,  daß  die  Fläche  ein  Kegel  mit 
y  als  Doppelpunkt  ist,  und  daß  also  die  Ebene  (1)  wenn 
nicht  eine  wahre  Tangentialebene  so  doch  Pseadotangentialebene 
ist.  Ist  aber  ()  =|=  0,  so  fällt  die  Polarebene  (3)  des  Punktes  y 
mit  der  Ebene  (1)  zusammen,  wie  aus  (4)  zu  sehen  ist.  Dann 
folgt  aber  aus  der  geometrischen  Betrachtung  oder  wenn  man 
die  Gleichungen  (4)  der  Reihe  nach  mit  y^,  y^,  y^,  1/4  multi- 
pliziert und  dann  addiert,  daß  der  Punkt  y  auf  der  Fläche 
liegt;  in  diesem  Falle  ist  die  Ebene  (1)  daher  wahre  Tangen- 
tialebene.    Somit  gilt: 

Satz  1.  Die  Ebene  (1)  ist  dann  und  nur  dann  Tangential- 
ebene der  Fläche  (2),  wenn  die  Gleichung  (6)  erfüllt  ist. 

Ein  Mittel  zur  Unterscheidung  zwischen  wahren  Tangential- 
ebenen und  Pseudotangentialebenen  bei  Kegeln  gibt  dieser  Satz 
nicht.  Ist  die  Fläche  aber  nicht- singulär,  so  hat  sie  keine 
Pseudotangentialebenen,  und  daher  kann  in  diesem  Falle  die 
Gleichung  (6)  als  Gleichung  der  Fläche  in  Ebenenlcoordinaten 
angesehen  werden. 

Hat  die  Fläche  den  Rang  drei,  ist  sie  also  ein  Kegel  mit 
einem    einzigen    Doppelpunkt,    so    genügen    die    Koordinaten 
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(u^  lu^'.u^:  u^)  jeder  Ebene  durch  diesen  Doppelpunkt  der 
Gleichung  (Q),  so  daß  diese  Gleichung  jetzt  nicht  den  Kegel 
darstellt^  sondern  einen  einzigen  Punkt. ^) 

Ist  der  Rang  der  Fläche  kleiner  als  drei,  so  genügen  die 
Koordinaten  jeder  Ebene  im  Räume  der  Gleichung  (6),  denn 
jede  Ebene  geht  dann  durch  einen  Doppelpunkt  und  hat  daher 
als  Tangentialebene  zu  gelten.  Diese  Tatsache  wird  dadurch 
bestätigt,  daß  die  Gleichung  (6)  auch  geschrieben  werden  kann 

4 

1 
wo,  wie  bisher  stets,  die  Ä^j  die  algebraischen  Komplemente 
der  einzelnen  Elemente  in  der  Diskriminante  der  Fläche  bedeuten. 
Jetzt  gehen  wir  zu  der  Bedingung  über,  für  die  eine  ge- 
rade Linie  die  Fläche  (2)  berührt.  Die  Gerade  stellen  wir  dar 
als  Schnitt  der  Ebene  (1)  mit  der  Ebene 

(7)  v^x^  +  v^x^  +  v^x^+  v^x^  =  0. 

Ist  die  Schnittgerade  dieser  beiden  Ebenen  eine  wahre  Tangente 
der  Fläche  (2),  so  gibt  es  auf  ihr  einen  Punkt  {y^ '- y^'- Vz'-  VJy 
nämlich  den  Berührungspunkt,  dessen  Polarebene  (3)  die  Ge- 
rade enthält.  Daher  muß  sich  die  Gleichung  dieser  Polarebene 
folgendermaßen  schreiben  lassen: 

(8)  2(n+^^^)^i==^1 

1 
es  können  sogar  bei  geeigneter  Wahl  von  ^  und  v  die  Ko- 
effizienten   von    (8)    nicht    bloß    proportional,    sondern    gleich 
denen  der  Gleichung  (3)  gemacht  werden: 

•^112/1  +  «12  2/2  +  0^13  2/3  +  «142/4  -  ^^h  —VV^=0 

«2i2/i  +  «222/2  +  «232/3  +  «242/4  —  i^%  —  ^^2  =  0 
«3i2/i  +  «322/2  +  «332/3  +  «342/4 -  ."%  -vv.^=0 

«4l2/l  +  «422/2  +  «432/3  +  «442/4  -  ^«^4  -  ^^4.  =  ö  . 

Weil  der  Punkt  y  auf  der  Schnittgeraden  der  Ebenen  (1) 
und  (7)  liegt,  bestehen  noch  die  Gleichungen 

^i2/i  +  «*22/2  +  W32/3  +  ^2/4  =  ^ 


(9) 


(10) 

' ^1 2/1  -f  ^2  2/2  +  ^3  2/3  4-  ^4  2/4  =  0 

1)  Es  ist  in  der  Tat  nicht  möglich,  einen  Kegel  durch  eine  einzige 
Gleichung  in  Ebenenkoordinaten  darzustellen. 
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Da  nun  die  sechs  Gleichungen  (9)  und  (10)  durch  sechs 
Größen  «/i,  y^y  Vzj  Vi^  ^y  ^  befriedigt  werden,  die  nicht  sämir 
lieh  Null  sind,  so  ergibt  sich : 

«11        «12        «13        «14       ^1        ^1    I 

«91  ««;'9  «95?  «9A         ^9  '^9 


(11) 


I]  ^22  '^*23  ^^24 

«31  «32  «33  «34  %  ^3 

«41  «42  «43  «44  ^4  ^4 

«ij  ^2  ^3  ^4  ^  ^ 

i'i  1)2  t'3  i;^  0  0 


Diese  Gleichung  wurde  abgeleitet  unter  der  Voraussetzung, 
daß  die  Schnittgerade  der  Ebenen  (1)  und  (7)  eine  tvaJire 
Tangente  der  Fläche  (2)  ist;  sie  gilt  aber  auch  für  Pseudo- 
tangenten  und  Erzeugende,  wie  wir  dem  Leser  zu  zeigen  über- 
lassen. Ebenso  überlassen  wir  ihm  den  Beweis,  daß  die  Schnitt- 
gerade der  Ebenen  (1)  und  (7),  wenn  die  Gleichung  (11) 
besteht,  entweder  wahre  Tangente  oder  Pseudotangente,  oder 
endlich  Erzeugende  der  Fläche  (2)  ist,  und  daß  also  der 
Satz  gilt: 

Satz  2.  Die  Schnittgerade  der  beiden  Ebenen  (1)  und  (7) 
^5^  dann  und  nur  dann  Tangente  oder  Erzeugende  der  Fläche  (2), 
wenn  die  Gleichung  (11)  erfüllt  ist. 

Entwickelt  man  die  Determinante  in  (11),  so  findet 
sich,  daß  sie  eine  quadratische  Form  in  den  sechs  Plücker- 
schen  Linienkoordinaten  g.^.  ist  (vgl.  Übung  3,  §  35).  Die 
Gleichung  (11)  kann  daher,  wenn  die  Fläche  nicht -sin- 
gulär  oder  ein  Kegel  mit  einem  einzigen  Doppelpunkt  ist, 
als  Gleichung  der  Fläche  in  Linienkoordinaten  angesehen 
werden. 

Beträgt  der  Rang  der  Fläche  zwei,  so  besteht  sie  aus 
zwei  getrennten  Ebenen;  die  Gleichung  (11)  gibt  dann  die 
Schnittgerade  dieser  Ebenen.  Hat  die  Fläche  den  Rang  Eins 
oder  NuU,  so  ist  die  Gleichung  (11)  identisch  erfüllt. 

Übungen 

1,  Erklärung.  Zwei  Ebenen  heißen  konjugiert  in  bezug  auf  eine 
nicht-singuläre  Fläche  2.  Ordnung^  wenn  jede  von  ihnen  durch  den  Pol 
der  andern  geht. 


54.  Die  adjungierte  quadratische  Form 
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Beweise:  Die  Ebenen  (1)  und  (7)  sind  dann  und  nur  dann  konju- 
giert in  bezug  auf  die  nicht-singuläre  Fläche  (2),  wenn  die  Determinante 
verschwindet : 


«12 

«13 

«22 

«28 

«82 

«33 

«42 

«43 

% 

V. 

=  -yÄ,. 


ij^'i'^j ' 


Wie  ist  die  konjugierte  Lage  zweier  Ebenen  in  bezug  auf  eine  6m- 
guläre  Fläche  2.  Ordnung  geometrisch  zu  erklären,  wenn  die  Bedingung 
dafür  ebenfalls  durch  das  Verschwinden  der  obigen  Determinante  ge- 
geben ist? 

2.  Drei  Ebenen  schneiden  sich  auf  einer  nicht-singulären  Fläche 
2.  Ordnung  dann  und  nur  dann,  wenn  die  siebenreihige  Determinante 
verschwindet,  die  man  erhält,  wenn  man  die  Diskriminante  der  Fläche 
mit  den  Koordinaten  der  drei  Ebenen  rändert. 

3.  Wir  nehmen  aus  der  Anschauung  als  bekannt  an,  daß  eine 
Gerade  eine  nicht-singuläre  Fläche  2.  Ordnung  dann  und  nur  dann  be- 
rührt, wenn  die  beiden  durch  sie  gelegten  Tangentialebenen  zusammen- 
fallen. Beweise:  Die  Schnittgerade  der  Ebenen  (1)  und  (7)  berührt  die 
nicht-singuläre  Fläche  (2)  dann  und  nur  dann,  wenn: 

4.  Zeige  auf  algebraischem  Wege,  daß  die  Bedingung  von  Übung  (3) 
mit  der  Gleichung  (11)  äquivalent  ist. 

54.  Die  adjungierte  quadratische  Form.  Invarian- 
ten. Wir  wollen  jetzt  zu  n  Veränderliclien  übergehen  und 
beginnen  damit ^  das  System  einer  quadratischen  und  einer 
einzigen  linearen  Form  zu  betrachten: 


(1) 

(2) 


1 

n 


Die    geometrischen    Überlegungen    des    letzten   Abschnitts 
legen  es  nahe^  den  Ausdruck  zu  bilden: 


(3) 


2^ii^i'«'i 


nn  n 

w„      0 
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Dieser  Ausdruck  ist  eine  quadratische  Form  in  den  Ver- 
änderlichen u^j  •  '  ■  Uj^,  deren  Matrix  die  Adjungierte  der  Matrix 
von  (1)  ist.  Wir  nennen  die  Form  (3)  daher  auch  die  ad- 
jungierte Form  zu  (1). 

Die  Invarianz  von  (3)  ist  durch  die  Tatsache  nahe  gelegt, 
daß  im  Falle  w  =  4  das  Verschwinden  der  Form  (3)  eine  pro- 
jektive Eigenschaft  involviert.  In  der  Tat  können  und  wollen 
wir  beweisen: 

Satz  1.  Die  adjungierte  Form  (3)  ist  eine  Invariante  vom 
Gewicht  swei  des  Formenpaares  (1),  (2). 

Insofern  die  u,  wie  wir  in  §  34  sahen,  zu  den  x  kontra- 
gredient  sind,  können  wir  die  Form  (3)  auch  als  Kontravariante 
bezeichnen  (vgl.  Erklärung  2,  §  34). 

Um  den  Satz  1  zu  beweisen,  haben  wir  die  x  einer  line- 
aren Transformation  zu  unterwerfen: 


(4) 

deren  Determinante  c  heißen  möge.  Die  Koeffizienten  der  qua- 
dratischen bzw.  linearen  Form,  in  die  die  Formen  (1)  und  (2) 
durch  diese  Transformation  übergeführt  werden,  seien  a/j  und  u-. 
Jetzt  führen  wir  eine  Hilfsveränderliche  t  ein  und  betrachten 
die  quadratische  Form  in  x^,.  .  .  x^^,  t: 

n 

(5)  ^a,.,-  x,Xj-\-2t(u,x,+ '■--{-  u^xj . 

Die  Diskriminante  dieser  Form  ist  genau  die  Determinante 
in  (3),  d.  i.  der  entgegengesetzte  Wert  der  adjungierten  Form 
von  (1). 

Jetzt  üben  wir  auf  die  Form  (5)  die  lineare  Transformation 
aus,  die  aus  den  Gleichungen  (4)  erhalten  wird,  wenn  man 
noch  die  Gleichung  hinzufügt: 

(6)  t  =  t\ 

Die  Determinante  dieser  Transformation  hat  ebenfalls  den 
Wert  c.     Die  Form  (5)  geht  jetzt  über  in 

^a/jx;x;  -f  2t\u,'x^'  +  •  •  •  +  «^/O . 
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Nun  ist  aber  die  Diskriminante  der  Form  (5)  eine  Inva- 
riante vom  Gewicht  zwei,  und  daher  ergibt  sieb  die  Relation, 
die  gleichzeitig  unsern  Satz  beweist: 


a,,  . 

•  •  ^1.  ^1 

«11    • 

•^m^h 

<!• 

•  •  <n  < 

^C^ 

Ö^nl   • 

•  •  %n  '^K 

••<  0 

U,      . 

..u,    0 

Das  angewandte  Beweisverfahren  läßt  sich  auf  den  fol- 
genden allgemeineren  Satz  ausdehnen: 

Satz  2.  Für  das  System,  welches  aus  einer  quadratischen 
Form  und  p  linearen  Formen  in  n  Veränderlichen  gebildet  tvird, 
erhält  man  eine  Invariante  vom  Gewicht  zwei,  wenn  man  die 
Diskriminante  der  quadratischen  Form  mit  p  Reihen  und  p  Ko- 
lonnen rändert,  von  denen  jede  aus  den  Koeffizienten  einer  der 
linearen  Formen  hesteht. 

Die  Einzelheiten  des  Beweises  auszuführen  überlassen  wir 
dem  Leser. 

Wenn  die  Diskriminante  a  der  quadratischen  Form  (1^ 
nicht  verschwindet,  können  wir  eine  neue  quadratische  Form 
bilden,  deren  Matrix  zur  Matrix  von  (1)  invers  ist.  Diese 
quadratische  Form,  die  als  inverse  oder  reziproke  Form  von  (1) 
bekannt  ist,  ist  einfach  die  adjungierte  Form  von  (1),  dividiert 
durch  die  Diskriminante  a.  Wir  woUen  über  die  inverse  Form 
den  Satz  beweisen: 

Satz   3.     Die  nicht-singuläre  quadratische  Form  (1)   kann 
in   die  inverse  Form    durch  die   nicht-singuläre   lineare  Trans- 
formation übergeführt  werden: 
(7)  x!  =  a,,x,  +  "-  +  a,^x^  (« =  1, 2, . . .  n). 

Denn  dann  ist: 

n  n 

^  a^jX^Xj  ^^  x^Xi . 
1  1 

Aus  (7)  ergibt  sich  aber: 


-^7    1  '         I 

x,  =  -^x.  4- 


^in 


und  daher  ist 


Äij 


> ai.x^x.  =  >  —'-x^  x. , 


womit  der  Beweis  erbracht  ist. 
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Ist  die  quadratische  Form  (1)  reell,  so  ist  auch  die  Trans- 
formation (7)  reell.     Daraus  folgt: 

Satz  4.  Eine  reelle  nicht-singuläre  quadratische  Form  und 
ihre  inverse  Form  haben  die  gleiche  Signatur. 

Übungen 

71 

1.  Für  das  System,  welches  aus  der  quadratischen  Form  ^aijXiXi 

n  71  1 

und  den  beiden  linearen  Formen   ^u^Xj ,    '^VjXj  gebildet  wird,  ist  die 

^  11 

Form 


a, 


1 


\v,     . . .  v„     0 


eine  Invariante  vom  Gewicht  zwei. 

2.  Der  Satz  aus  Übung  1  soll  für  den  Fall  verallgemeinert  werden, 
daß  mehrere  lineare  Formen  vorliegen. 

3.  Wird  eine  erste  quadratische  Form  in  eine  zweite  durch  die 
lineare  Transformation  von  der  Matrix  c  übergeführt,  so  wird  die  ad- 
jungierte  Form  der  ersten  in  die  der  zweiten  durch  diejenige  lineare 
Transformation  verwandelt,  deren  Matrix  konjugiert  ist  zur  Adjungierten 
von  c. 

4.  Beweise  einen  entsprechenden  Satz  für  bilineare  Formen. 

5.  Für  bilineare  Formen  soll  ein  Satz  aufgestellt  und  bewiesen 
werden,  der  dem  Satze  3  entspricht. 

55.     Rang  der  adjungierten  Form.     Der  Rang   der 

Diskriminante   a   der   quadratischen  Form  ^CLij^o^Xj  sei  r;   die 

1 

n 

Diskriminante  Ä  der  adjungierten  Form  ^^ijU^Uj  habe   den 

1 

Rang  R.  Ist  dann  r  <l^—  1,  so  verschwinden  alle  (n  —  1)- 
reihigen  Determinanten  in  a.  Das  sind  aber  gerade  die  Ele- 
mente in  Ä,  woraus  folgt:  R  =  0.  Ist  r  =  n  —  1,  so  kommt 
in  Ä  mindestens  ein  von  Null  verschiedenes  Element  vor;  alle 
zweireihigen  Determinanten  in  Ä  verschwinden  aber,  da  jede 
von  ihnen  nach  §  11  den  Faktor  a  besitzt.  In  diesem  Falle 
ist  also  R  =  1.  Ist  endlich  r  =  n,  so  muß  auch  R  =  n  sein; 
wäre  nämlich  dann  R  <Cn,  so  müßte  A==  0  sein,  und  da 
J[  =  (x"~^,  auch  a  =  0.  Das  gibt  aber  einen  Widerspruch  gegen 
die  Forderung  r  =  n. 
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Satz  1.  Bezeichnet  man  die  Rangsahlen  einer  quadratischen 
Form  und  ihrer  adjungierten  Form  mit  r  hzw.  R,  so  können 
nur  folgende  drei  Fälle  eintreten: 

r  =  n,  R  =  n, 

r  =  n  —  1,  R  =  Ij 

r<n—l,  jR  =  0. 

Den  Fall  r  =  n  —  1  wollen  wir  noch  etwas  eingehender 
betrachten.  R  ist  hier  gleich  1,  d.  i.  die  adjungierte  Form  ist 
jetzt  das  Quadrat  einer  linearen  Form: 

n  n  n 

^ÄijU.lij-  {^CiU;)^  =  ^CiCjU,Uj. 

1  11 

Durch  Vergleichung  der  Koeffizienten  findet  man: 

Nun  können  nicht  alle  c  verschwinden,  da  sonst  R  =  0 
wäre.     Es  sei  C;H=0.     Daher  ist  auch 

^«  =  c/  +  0, 
und  somit  verschwinden  nicht  alle  Größen  (^^i,.  .  -^xn)-    Nach 
§  44  ist   daher  der  Punkt  (^^i?  ^X2>  •  •  •  ^?.n)  ^^^  somit  auch 
der    Punkt    (cj ,  ...  c^)    ein    Doppelpunkt    der    ursprünglichen 
quadratischen  Form. 

Satz  2.  Besitzt  eine  quadratische  Form  in  n  Veränderlichen 
den  Rang  n  —  ly  so  ist  die  adjungierte  Form  das  Quadrat  einer 
linearen  Form,  deren  Koeffizienten  die  Koordinaten  eines  Doppel- 
punktes der  ursprünglichen  Form  bedeuten. 

Da  in  dem  betrachteten  Falle  alle  Doppelpunkte  der  qua- 
dratischen Form  von  einem  einzigen  linear  abhängen,  so  be- 
stimmt Satz  2  die  fragliche  lineare  Form  vollständig,  bis  auf 
einen  konstanten  Faktor. 
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Kapitel  Xm 
Paare  quadratischer  Formen 

56.  Zwei  Kegelschnitte.  In  diesem  Abschnitt  wollen 
wir  eine  kurze  geometrische  Einleitung  in  die  Theorie  der 
Paare  quadratischer  Formen  geben,  wobei  wir  uns  auf  zwei 
Dimensionen  beschränken. 

Es  seien  u  und  v  zwei  Kegelschnitte,  die  sich  in  den  vier 
getrennten  Punkten  Ä,  B,  C  und  D,  aber  auch  nur  in  diesen 
Punkten,  schneiden.  Durch  diese  vier  Punkte  laufen  aber  un- 
endlich viele  Kegelschnitte,  die,  wie  man  sagt,  ein  Büschel  bilden. 

Unter  den  Kegelschnitten  des  Büschels  befinden  sich  nun 
gerade  drei  singulare,  d.  i.  Kegelschnitte,  die  in  ein  Geradenpaar 
ausgeartet  sind;  nämlich  die  Geradenpaare  AB,  CD\  BC,  DA] 
ACj  BD.  Die  Schnittpunkte  P,  Q  und  B  der  Geraden  eines 
Paares  sind  der  Reihe  nach  die  Doppelpunkte  dieser  drei  sin- 
gulären  Kegelschnitte. 


Aus  den  Eigenschaften  des  vollständigen  Vierseits'^)  folgt, 
daß  die  gemeinsamen  Sehnen  AB  und  CD  aller  Kegelschnitte 

1)  Vergleiche  irgend  ein  Buch  über  neuere  Geometrie. 
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des  Büschels  harmonisch  geteilt  werden  durch  ihre  Schnitt- 
punkte mit  der  Geraden  QJR  und  den  Punkt  P.  Daher  ist 
QB.  die  Polare  des  Punktes  P  in  bezug  auf  sämtliche  Kegel- 
schnitte des  Büschels;  ebenso  ist  PP  die  Polare  von  Qj  FQ 
die  Polare  von  P,  wieder  in  bezug  auf  sämtliche  Kegelschnitte 
des  Büschels.  Das  Dreieck  PQR  ist  also  gemeinsames  Polar- 
dreieck  (§  41)  aller  Kegelschnitte  des  Büschels.  Durch  eine 
Kollineation,  die  die  Punkte  P,  Q  und  P  der  Ueihe  nach  in 
den  Koordinatenanfangspunkt  und  die  unendlich  fernen  Punkte 
der  X-  und  i/- Achse  überführt,  wird  daher  die  Gleichung  jedes 
Büschelkegelschnitts  von  allen  Gliedern  befreit,  in  denen  Pro- 
dukte verschiedener  Koordinaten  vorkommen.  Damit  ist  der 
Satz  bewiesen: 

Satz.  Schneiden  sich  zwei  Kegelschnitte  in  gerade  vier  ge- 
trennten Funkten,  so  gibt  es  eine  nicht-singuläre  KoUineation,  die 
ihre  Gleichungen  gleichzeitig  auf  die  folgenden  Normalformen  bringt: 

Um  diese  Reduktion  analytisch  durchzuführen,  schreiben 
wir  die  Gleichungen  der  Kegelschnitte  u  und  v  wie  folgt: 

3  3 

(1)  ^(^'ij^i^j  =  o,     2hj^i^j-o. 

1  1 

Dann  kann  man  das  Büschel  durch  folgende  Gleichung 
darstellen : 

(2)  Jk,.  -  Xb,^)x,xj  =  0. 

1 

Genauer  gesagt:  Diese  Gleichung  stellt,  wenn  man  dem  X 
alle  möglichen  Werte  beilegt,  sämtliche  Kegelschnitte  des 
Büschels  mit  alleiniger  Ausnahme  des  Kegelschnitts  v  dar.  Die 
singulären  Kegelschnitte  des  Büschels  erhält  man  also  durch 
Nullsetzen  der  Diskriminante  von  (2): 


(3) 


a,,-X\, 

«12-^^2 

«13-  A&13 

«21-  ^hi 

«22—^622 

2S                 2*? 

»31—  A&31 

%2—  ^^32 

a33-/l&33 

=  0. 


Diese   Gleichung  wollen    wir   die    X- Gleichung  der  beiden 
Kegelschnitte  nennen.     Entwickelt,  nimmt  sie  die  Gestalt  an: 

(4)  -J'P-{-  6)'A-- 0A-fz/  =  O, 


12  = 


180 


Kapitel  XIII 


wobei  A  und  J'  die  Diskriminanten  von  u  und  v  sind.  Ferner  ist 


^11       ^12       % 
^21        ^22        ^23 


"31 


"32 


'33 


«11        ^12 


^13 


+ 


^21        ^22        «23 


'32 


"33 


^1        «1 


+ 


'21 


'31 


"22 


'32 


"13 


"23 


"33 


wäkrend  @'  erhalten  wird,  wenn  man  in  0  die  Buchstaben  a 
und  &  vertauscht.  Es  läßt  sich  nun  leicht  beweisen  (vgl.  den 
nächsten  Abschnitt),  daß  die  Koeffizienten  S  und  S'  ebenso 
wie  z/  und  J'  Invarianten  vom  Gewicht  zwei  sind. 

Ist  die  Diskriminante  A'  von  v  von  Null  verschieden,  so 
ist  die  Gleichung  (4)  vom  dritten  Grade,  und  ihre  drei  Wurzeln, 
die  in  unserm  Falle  offenbar  sämtlich  verschieden  sind,  geben, 
in  (2)  eingesetzt,  die  drei  singulären  Kegelschnitte  des  Büschels. 

Die  Fälle,  daß  sich  die  Kegelschnitte  nicht  gerade  in  vier 
getrennten  Punkten  schneiden,  wollen  wir  erst  in  Kapitel  XXII 
im  Anschluß  an  die  Methode  der  Elementarteiler  ^)  erledigen. 
Hier  ist  es  uns  nur  darum  zu  tun,  für  die  folgenden  Abschnitte 
eine  geometrische  Grundlage  zu  geben. 

57.  Invarianten  eines  Paares  quadratischer  Formen. 
Ihre  A-Crleichung.  Wir  betrachten  die  beiden  quadratischen 
Formen 

n 

1 

n 

1 
und  bilden  daraus  die  Formenschar^) 

n 


1)  Eine  elementare  Diskussion  der  X-Gleichung  {l'equation  en  X) 
zweier  Kegelschnitte  findet  man  in  französischen  Lehrbüchern  der  ana- 
lytischen Geometrie,  z.  B,  bei  Briot  et  Bouquet^  Le9ons  de  Geometrie 
analytique,  14.  ed.  Seite  349,  oder  bei  Niewenglowski ,  Cours  de  Geo- 
metrie analytique  Bd.  I.  Seite  459. 

2)  Weierstraß,  Kronecker  und  andere  Autoren  reden  von  einer  Schar 
bilinearer  oder  quadratischer  Formen  in  dem  aus  dem  Texte  hervor- 
gehenden Sinne.  Mit  dem  geometrischen  Sprachgebrauch  würde  besser 
das  Wort  Büschel  im  Einklang  stehen,  da  unter  Scharen  vielfach  auch 
nicht-lineare  Mannigfaltigkeiten  verstanden  werden.    Indem  wir  bald  den 
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Die  Diskriminante  dieser  Schar, 


^Kl---    (^nn-^Kn    1 


^F{X) 


ist  ein  Polynom  in  A,  welches  im  allgemeinen  den  Grad  n 
besitzt  und  sich  auch  folgendermaßen  schreiben  läßt: 

F{i)  =  @o  -  6>iA  +  •  •  •  4-  (-  iy&j\ 

Die  Koeffizienten  dieses  Polynoms  sind  selbst  Polynome 
in  den  a^,  und  h^^^  &q  und  0„  sind  einfach  die  Diskriminanten 
von  (p  bzw.  ^,  während  0j^  die  Summe  aller  Determinanten 
ist,  die  man  erhält,  wenn  man  h  Kolonnen  der  Diskriminante 
von  cp  ersetzt  durch  die  entsprechenden  Kolonnen  der  Diskri- 
minante von  if;. 

Satz  1.  Die  Koeffizienten  0^,.  .  .0^  von  F(X)  sind  ganze 
rationale  Invarianten  des  Formenpao/ires  (p,  tp  vom  Gewicht  zwei}) 

Zum  Beweis  betrachten  wir  eine  lineare  Transformation 
von  der  Determinante  c,  welche  die  Formen  9  und  ^  über- 
führt in 

n 

(p'  =2aijx;x:, 
1 

n 

1 
Bezeichnen   wir   noch    das   Polynom   in    den  aij  und   hijy 
welches   aus  @-  dadurch  erhalten  wird,  daß   die  a  und  h  mit 
Akzenten  versehen  werden,  mit  0/,  so  ist  imser  Satz  bewiesen, 
wenn  wir  die  Gültigkeit  der  Identitäten 

&;^c'&,  (,-=0,1,.. .w) 

erschließen  können.  Da  nun  aber  F(X)  als  Diskriminante  von 
fp  —  Xtl)  eine  Invariante  vom  Gewicht  zwei  ist,  so  ist 

WO  F\X)  die  Diskriminante  von  (p'  —  k^'  bedeutet.  Das  ist 
aber  eine  Identität  in  X,  den  a  und  den  6,  und  daher  müssen 

einen,  bald  den  anderen  Terminus  verwenden,  glauben  wir  den  Ansprüchen 
historischer  Gerechtigkeit  und  mathematischer  Präzision  in  gleicher  Weise 
nachzukommen. 

1)  Vgl.  Übung  13,  §  90. 
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auf  beiden  Seiten  die  Koeffizienten  gleich  hoher  Potenzen  von  X 
gleich  sein.  So  erhalten  wir  gerade  die  gewünschten  Iden- 
titäten. ^) 

Die  Gleichung 

F(X)  =  0 

soll  X- Gleichung  der  beiden  Formen  cp  und  f  genannt  werden. 
Bei  einer  nicht-singulären  linearen  Transformation  reproduziert 
sich,  wie  wir  gesehen  haben,  F  bis  auf  einen  von  Null  ver- 
schiedenen Faktor,  und  daher  werden  die  Wurzeln  der  A-Glei- 
chung  durch  eine  solche  Transformation  nicht  geändert.  Diese 
Wurzeln  sind  aber  irrationale  Funktionen  der  @,  und  daher 
auch  der  a  und  h.     Somit  gilt: 

Satz  2.  Die  Wurzeln  der  X- Gleichung  eines  Paares  qua- 
dratischer Formen  sind  absolute  irrationale  Invarianten  dieses 
Formenpaares  gegenüber  nicht-singulären  linear enTransformationen. 

Auch  die  Multiplizität  einer  Wurzel  bleibt  bei  nicht-sin- 
gulären linearen  Transformationen  erhalten: 

Satz  3.  Bie  Multiplizitäten  der  Wurzeln  der  X-Gleichung 
sind  arithmetische  Invarianten  des  Paares  quadratischer  Formen 
gegenüber  nicht-singulären  linearen  Transformationen. 

Liegen  die  beiden  quadratischen  Formen  vor: 
q)~a^x,^-i +  an^J, 

ijj—  x^^+ — 1-^„^ 

so  sind  die  Wurzeln  der  A-Gleichung  a^,-  -  -  a^.  Dies  Beispiel 
zeigt,  daß  die  im  Satze  2  genannten  Invarianten  ganz  beliebige 
Werte  annehmen  können,  und  daß  auch  die  arithmetischen 
Invarianten  des  Satzes  3  nur  der  einen  Bedingung  unterworfen 
sind,   daß  sie  ganze  positive  Zahlen  sind,   deren  Summe  n  ist. 

58.  Normalformeu.  Die  A-G-leichung  hat  keine 
mehrfachen  Wurzeln.     Obwohl  wir  unsere  Aufmerksamkeit 


1)  Das  Verfahren,  durch  welches  hier  die  Invarianten  eines  Systems 
von  zwei  quadratischen  Formen  gefunden  wurden,  ist  bedeutender  Ver- 
allgemeinerung fähig.  Ist  eine  ganze  rationale  Invariante  I  vom  Ge- 
wicht ft  einer  einzelnen  Form  vom  Ä;ten  Grade  in  n  Veränderlichen 
bekannt,  so  findet  man  eine  große  Anzahl  von  Invarianten  des  Systems 
«Pi ,  92 1  •  •  •  Tp  von  p  Formen  fcten  Grades  in  n  Veränderlichen,  wenn  man 

den  Ausdruck  I  für  die  Form  ^L^^^  -| \- ^p(pp  bildet.    Dieser  Ausdruck 

ist  ein  Polynom  in  den  X,  dessen  Koeffizienten,  genau  so  wie  im  Texte, 
ganze  rationale  Invarianten  vom  Gewicht  ft  des  Systems  der  cp  sind. 


58.  Gleichzeitige  Reduktion  zweier  quadratischer  Formen       183 

in  diesem  Abschnitt  hauptsäcUich  auf  den  Fall  richten,  wo 
die  A-Gleichung  keine  mehrfachen  Wurzeln  besitzt,  wollen  wir 
zunächst  einen  Satz  aufstellen,  der  allgemeinere  Bedeutung 
besitzt. 

Satz  1.  Ist  X^  eine  einfacJie  Wurzel  der  X- Gleichung  des 
Faares  der  quadratischen  Formen  in  n  Veränderlichen  (p  und  jf;, 
so  können  diese  beiden  Formen  durch  eine  nicht-singidäre  lineare 
Transformation  übergeführt  iverden  in 

wo  c^  eine  von  Null  verschiedene  Konstante  bedeutet  und  qp^,  ^^ 
quadratische  Formen  in  den  n  —  1  Veränderlichen  z^,.  . .  z^ 
sind. 

Zum  Beweise  betrachten  wir  die  Formenschar 

(2)  (p  —  Xii^  ^  (p  —  X^i;  +  (^1  —  ^)t- 

Die  Form  cp  —  X^il)  ist  singulär,  da  X^  eine  Wurzel  der 
A-Gleichung  des  Formenpaares  (p,  tp  ist,  und  kann  daher  durch 
eine  geeignete  nicht- singulare  lineare  Transformation  von  einer 
Veränderlichen,  etwa  x^'  befreit  werden: 

(p  -X^i>  =  (p'{x^',.  ..x^"). 
Führt  diese  Transformation  i^  in  ^'  über,  so  haben  wir: 

(3)  (p  —  Xt  =  ^\x^', .  •  .  O  +  ('^1  -  >^)^'(^i';  •  •  •  ^n)- 

Da  X^  nur  eine  einfache  Wurzel  der  A-Gleichung  von  (p 
und  il)  ist,  so  kann  die  Diskriminante  der  quadratischen  Form 
rechts  den  Faktor  X^  —  X  nur  einmal  enthalten.  Daraus  folgt, 
daß  in  der  quadratischen  Form  tl^'  der  Koeffizient  von  x-^^ 
nicht  verschwinden  kann.  Sonst  hätte  nämlich  die  Diskrimi- 
nante der  Form  rechts  in  (3)  eine  Null  in  der  linken  oberen 
Ecke,  und  somit  würden  alle  Elemente  der  ersten  Reihe  und 
auch  der  ersten  Kolonne  den  Faktor  X^—  X  besitzen.  Dann 
hätte  aber  die  Diskriminante  den  Faktor  {X^  —  A)^,  was  der 
Voraussetzung  widerspricht,  daß  X^  nur  einfache  Wurzel 
sein  soU. 

Da  der  Koeffizient  von  x^^^  wie  eben  bewiesen,  nicht  ver- 
schwindet,  läßt   sich   die   Reduktion   von   Lagrange   anwenden 
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(Formeln    (2),    (3),  §  45).     Es    gibt    also    eine    nicht-singuläre 
lineare  Transformation 


Za  —  CCa 


die  i\)'  in  die  Form 

verwandelt.     Die  rechte  Seite  von  (3)  geht  dann  über  in 

9''(^2;  •  •  •  ^«)  +  (^1  -  '^)  ti  (^2.  •  •  •  O  +  (h  -  ^)Ci^i'- 
Die  beiden  linearen  Transformationen,  die  wir  angewandt 
haben,    lassen    sich    durch   eine   einzige  nicht-singuläre  Trans- 
formation ersetzen.     Diese  liefert  also,  wenn  wir  noch  setzen: 

die  Reduktion: 

(p{x^,  ...Xj-  Xt(0C,,  ...X^)  =(p^  (^2;  •  •  •  ^«)  -  ^M^2^  •  •  •  ^J 

+  (^1-  X)c^z^\ 
Bei  Vergleichung  der  Koeffizienten  gleich  hoher  Potenzen 
von  X  erhalten  wir  nun  rechts  genau  die  Formen  (1),  und  damit 
ist  unser  Satz  bewiesen. 

Jetzt  nehmen  wir  an,  die  Form  z^  sei  nicht-singulär,  wo- 
mit gleichzeitig  gesagt  ist,  daß  die  A-Gleichung  vom  n^^  Grade 
ist.  Ferner  setzen  wir  voraus,  daß  die  Wurzeln  ^if  ^2}-  -  •  K 
dieser  Gleichung  sämtlich  voneinander  verschieden  sind.  Dann 
können  die  Formen  q)  und  ^  durch  eine  nicht-singuläre  lineare 
Transformation  in  die  Formen  (1)  verwandelt  werden.  Die 
A-Gleichung  dieser  beiden  Formen  unterscheidet  sich  von  der 
des  Formenpaares  ^j^,  ^^  nur  durch  den  Faktor  A^  —  A.  Somit 
hat  die  A-Gleichung  von  g)^  und  ^^  die  Wurzeln  A2,...A„, 
die  sämtlich  voneinander  verschieden  sind.  Daher  können  wir 
die  Reduktion  von  Satz  1  auf  die  beiden  Formen  (p^  und  ^^ 
anwenden  und  sie  durch  eine  nicht-singuläre  lineare  Trans- 
formation der  -e^2  j  •  •  •  ^n  ^^^  ^^^  Gestalten  bringen : 

A2C2V-h92(V....O; 
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Diese  lineare  Transformation  kann^  wenn  man  nocli  die 
Gleichung 

hinzufügt,  als  nicht-singuläre  lineare  Transformation  in  den 
Zj^,.  .  .  z^  angesehen  werden,  die  dann  also  die  Formen  cp  und  ^ 
überführt  in 

Auf  diesem  Wege  gelangen  wir  schließlich  zu  dem  Satze: 
Satz  2.  Sind  (p  und  ip  quadratische  Formen  in  (x^^ . . .  x^, 
von  denen  die  zweite  nicht-singulär  ist,  und  hat  ihre  X-Gleichung 
die  Wurzeln  X^,.  .  .  X^,  die  sämtlich  voneinander  verschieden  sind, 
so  lassen  sich  die  beiden  Formen  durch  eine  nicht-singuläre 
lineare  Transformation  überführen  in 

X^C^X^      -\-  X^C^X^      +  •  •  •  +  K^n^n     f 
C^X^      "r         ^2*^2      "1     ■  '  ■  ~r        ^n'^n     ? 

WO  die  c  von  Null  verschiedene  Konstante  bedeuten. 

Da  kein  c  verschwindet,  ist  die  lineare  Transformation 

.%  =  ]/^<  (»=1,2,...«) 

nicht-singulär.  Mittelst  dieser  Transformation  erhalten  wir 
eine  weitere  Vereinfachung: 

Satz  3.  Unter  den  Bedingungen  von  Satz  2  Mnnen  die 
Formen  ip  und  -^  durch  eine  nicht-singuläre  lineare  Trans- 
formation übergeführt  werden  in: 

Daraus  ergibt  sich  nun  sofort: 

Satz  4.  Die  beiden  Faare  quadratischer  Formen  (p,  i^ 
und  (p ,  i/;',  bei  denen  die  beiden  Formen  ip  und  if^'  nicht-singulär 
sein  sollen,  sind  dann  und  nur  dann  äquivalent,  (vorausgesetzt, 
daß  Iceine  der  beiden  X- Gleichungen  mehrfache  Wurzeln  hat), 
tvenn  die  beiden  X- Gleichungen  dieselben  Wurzeln  besitzen,  oder, 
was  auf  dasselbe  hinauskommt,  wenn  die  Invarianten  &q,  0^, .  • .  0„ 
des  ersten  Formenpaares  proportional  sind  zu  den  Invarianten 
&Q,  0/,  .  .  .  0J  des  zweiten  Paares. 
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Übung 

Beweise,  daß  die  Reduktion  eines  Paaree  quadratisclier  Formen  auf 
die  Normalformen  in  Satz  3  unter  den  dort  aufgestellten  Bedingungen 
im  'Wesentlichen  nur  auf  eine  Art  möglich  ist,  d.  i.  wenn  man  davon 
absieht,  daß  die  Vorzeichen  beliebig  vieler  Veränderlicher  in  der  Normal- 
form anders  gewählt  werden  können. 

59.  Normalformen.  Die  Form  tp  ist  defilAit  und  uicht- 
singulär.  Jetzt  betrachten  wir  das  System  der  beiden  reellen 
quadratischen  Formen  (p  und  ^  unter  der  Annahme,  daß  die 
Form  ip  definit  und  nicht- singulär  ist.  Die  Reduktion  auf 
Normalformen  soll  jetzt  mit  Hilfe  einer  reellen  linearen  Trans- 
formation geschehen. 

Satz  1.  JEür  den  Fall,  daß  die  Form  il^  definit  und  nicht- 
singulär  ist,  Icann  die  X- Gleichung  der  beiden  reellen  quadratischen 
Formen  cp,  ip  Iceine  Jcomplexe   Wurzel  haben. 

Wir  nehmen  an,  es  gäbe  eine  solche  komplexe  Wurzel 
a  +  ßi,  wo  a  und  ß  reell  sind  und  ß  von  Null  verschieden 
ist.     Dann  ist    die  quadratische  Form  cp  —  aijj  —  ißifj  singulär. 

Sie  kann  daher  durch  eine  nicht -singulare  lineare  Trans- 
formation 

^1  =  (Pn  +  ^'^ii)  ^1  +  •  •  •  +  (Pm  +  km)  ^n 


<  =  (Pnl  +  knl)  ^1  +  •  •  •  +  {Pnn  +  Hnn)  ^n 

auf  die  Summe  von  li  Quadraten  gebracht  werden  {k<^vh)\ 

(1)  (p  —  ai^  —  ißil}  =  x^^  -f  xP  -{-...  +  Xj^'^. 
Ist  nun 

(2)  Vi-Pn^i  +  '-'+Pm^n^ 

(3)  ^i-  Qn^i  +  ---  +  Qin^n^ 
so  daß  also 

so  findet  man  durch  Vergleichung  der  Koeffizienten  von  i  in 
(1)  die  Identität: 

(4)  -ß^^  2y^z^  +  22/2^2  +  • '  •  +  ^Vkh- 

Nun    lassen    sich    die  x^,  .  .  ,  x^  so  bestimmen,  daß  die  rechte 
Seite  von  (4)  verschwindet,  etwa,  wenn  wir  setzen: 

2/i  =  2/2  =  •  •  •  =  2/;^  =  ^- 


• 


59.  Gleichzeitige  Reduktion  zweier  quadratischer  Formen       187 


Das  ist  nämlicli^  wie  die  Gleichungen  (2)  zeigen,  ein  System 
von  h  reellen  homogenen  linearen  Gleichungen  in  n  Unbe- 
kannten, so  daß  für  0^1,  .  .  .  x^  reelle  Werte,  die  nicht  sämtlich 
Null  sind,  gefunden  werden  können,  die  diese  Gleichungen  be- 
friedigen. Aus  (4)  folgt,  daß  für  solche  Werte  der  x  die 
Form  il)  verschwindet.  Das  ist  aber,  da  ip  als  definit  und  nicht- 
singulär  vorausgesetzt  war,  nicht  möglich  (Zusatz  zu  Satz  3,  §  52). 

Satz  2.  Ist  (p  irgend  eine  reelle  quadratische  Form  und  ^ 
eine  nicht-singuläre  definite  quadratische  Form,  so  Jcann  das 
Formenpaar  (p,  ^  durch  eine  reelle  nicU-singidäre  lineare  Trans- 
formation übergeführt  werden  in 

^^  U^±{   <^  +  ---+    <^). 

wo  X^j  .  .  .  l^  die  Wurzeln  der  l- Gleichung  sind,  und  heidemal 
das  obere  oder  untere  Vorseichen  m  nehmen  ist,  je  nachdem  die 
defmite  Form  t  positiv  oder  negativ  ist. 

Der  Beweis  kann  ganz  ähnlich  geführt  werden,  wie  bei 
Satz  2,  §  58.  Zuerst  ist,  wie  bei  Satz  1,  §  58  zu  zeigen,  daß 
(p  und  il)  sich  durch  eine  reelle  nicht-singuläre  lineare  Trans- 
formation überführen  lassen  in: 

Dazu  betrachten  wir  die  Formenschar: 

cp  —  Iz^  ^  9  —  2j^  +  (Aj  —  X)tl^. 

Da  vLi  nach  Satz  1  reell  ist,  so  ist  cp  —  X^t  eine  reelle  sin- 
gulare quadratische  Form  und  kann  daher  durch  eine  reelle 
nicht-singuläre  lineare  Transformation  von  einer  Veränderlichen 

befreit  werden: 

cp  —  X^i^  =  (p'{x^\  .  .  .xj. 

Diese  Transformation  verwandle  tjj  in  i/;',  so  daß  also: 
(7)         q)-Xt  =  (p'(x,\  .  .  .  O  4-  (h  -  ^)^'(^i';  •  •  •  O- 

Jetzt  tritt  der  wesentliche  Unterschied  gegen  den  in  §  58 
behandelten  Fall  zutage,  da  X^  hier  eine  mehrfache  Wurzel 
der  Diskriminante  der  Form  auf  der  rechten  Seite  von  (7) 
sein  kann.  Um  zu  zeigen,  daß  in  if'  der  Koeffizient  von  x^'^ 
nicht   verschwindet,   müssen    wir    also    anders    vorgehen.      Es 
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genügt  aber  bereits  der  Hinweis,  daß  jJj  und  demnach  auch  ^' 
eine  nicht- singulare  definite  Form  ist.  Daher  kann  nach  Satz  4, 
§  52  kein  quadratisches  Glied  in  ip'  den  Koeffizienten  Null  haben. 

Da  wir  also  jetzt  wissen,  daß  der  Koeffizient  von  x^^ 
in  ^'  nicht  verschwindet,  können  wir  das  Verfahren  von  La- 
grange auf  1/;'  anwenden  und  kommen  dadurch  zu  den  Formen  (6), 
genau  wie  beim  Beweis  von  Satz  1,  §  58,  wobei  zu  beachten 
ist,  daß  die  auszuführende  Transformation  jetzt  reell  ist. 

In  (6)  sind  9?^,  ip^  reelle  quadratische  Formen  in  den 
n  —  1  Veränderlichen  z^,  .  .  .  ^n-     -^^  ^^®^  ^^®  Form 

^(^u  •  •  •  ^J  =  ^i^i'  +  ^1  (^2;  •  •  •  O 
definit  und  nicht-singulär  ist,  folgt  das  gleiche  für  die  Form  tp^. 
Wäre  nämlich  ip^  entweder  singulär  oder  indefinit,  so  müßten 
sich  Werte  z<^,  .  . .  z^  angeben  lassen,  die  nicht  sämtlich  gleich 
Null  sind  und  die  ^^  zu  Null  machen.  Nimmt  man  noch  den 
Wert  <2^i  =  0  hinzu,  so  würde  dies  Wertesystem  auch  die 
Gleichung  ^  =  0  befriedigen,  was  nach  dem  Zusatz  zu  Satz  3, 
§  52  nicht  möglich  ist. 

Die  A- Gleichung  der  beiden  Formen  qp^,  ^^  unterscheidet 
sich  von  der  der  beiden  Formen  qp,  t/;  offenbar  nur  durch  die 
Abwesenheit  des  Faktors  X  —  %^.  Daher  sind  die  Wurzeln 
der  A- Gleichung  von  9?^,  t^^  gerade  Ag,  .  . .  2^.  Wenden  wir 
also  das  Reduktionsverfahren  jetzt  auf  die  Formen  9?i,^i  an, 
was  deshalb  möglich  ist,  weil  sie  sämtliche  den  Formen  qp,  ^ 
auferlegten  Bedingungen  erfüllen,  so  erhalten  wir: 

9^1(^2?  •  •  •  O  =  -^2^2^2'^  +  9^2(^3'.  •  •  •  O 
^1(^2?  •  •  •  ^«)  =        ^2^2'^  +  ^2«?  •  •  •  O- 

Fährt  man  so  weiter  fort,  so  reduzieren  sich  die  beiden 
Formen  ^)  und  t^  schließlich  vermöge  einer  reellen  nicht-sin- 
gulären  linearen  Transformation  auf 


«       1: 


K<^iyi     -^  "  '  -^  K^^nVn 


(^iVx  +  •  •  •  +    c^y^' 

Da  ■\\)  definit  ist,  sind  die  Konstanten  Cj, .  .  .  c„  sämtlich 
positiv  oder  sämtlich  negativ,  je  nachdem  die  Form  i)  positiv 
oder  negativ  ist.  Mit  Hilfe  der  weiteren  reellen  nicht -singu- 
lären  linearen  Transformation 

<  =  VVÄyi  (i  =  1, 2, . . . «) 
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können  jetzt    die  Formen  (8)    noch    in    die  Formen  (5)  über- 
geführt werden^  und  damit  ist  unser  Beweis  zu  Ende  geführt. 

Übungen 

1.  Eine  reelle  quadratische  Form  (f  m  n  Veränderlichen  vom  Range  r 
kann  durch  eine  reelle  orthogonale  Transformation  in  n  Veränderlichen 
auf  die  Gestalt  gebracht  werden: 

Vgl.  Übungen  zu  §  52. 

2.  Die  Determinante  der  orthogonalen  Transformation  in  Übung  1 
kann  nach  Belieben  als  -f- 1  oder  —  1  gewählt  werden. 

3.  Die  „metrische''  Klassifikation  der  Flächen  2.  Ordnung  mit 
reeller  Gleichung  geschieht  auf  folgende  Weise: 

Man  nimmt  die  Gleichung  in  nicht-homogenen  rechtwinkligen  Ko- 
ordinaten an.  Dann  transformiert  man  auf  ein  anderes  rechtwinkliges 
Koordinatensystem,  welches  denselben  Anfangspunkt  besitzt.  Sind  J.j , 
Jlgi  ^3  positive  Konstante,  so  nehmen  die  Glieder  zweiten  Grades  einen 
der  folgenden  fünf  Typen  an : 

-^l  ^1  ~r  -^2  '^i  I     -^3  "^3    •> 

"^1      1  1     "^2      2  """"  "^3      3     ' 

■^1  ^1  I     -^2  ^2  1 

xL-j  jC-t  '  -^2     2  ^ 

Jetzt  soll  jede  der  so  erhaltenen  nicht  homogenen  Gleichungen 
durch  weitere  Koordinatentransformation  vereinfacht  werden.  So  erhält 
man  schließlich  die  kanonischen  Gleichungen  der  Ellipsoide,  Hyperboloide, 
Paraboloide,  Kegel,  Zylinder,  Ebenenpaare  und  Doppelebenen  —  außer- 
dem nullteilige  Flächen  — ,  die  in  den  elementaren  Lehrbüchern  der 
analytischen  Geometrie  des  Raumes  untersucht  werden. 
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Kapitel  XIV 
Einige    allgemeine   Eigenschaften    der   Polynome 

60.  Teiler.  Reduzibilität.  In  diesem  Absclmitt  werden 
wir  gewisse  Begriffe  einführen,  die  für  alle  nachfolgenden 
Untersuchungen  von  grundlegender  Wichtigkeit  sind. 

Erklärung  1.  Unter  einem  FaMor  oder  Teiler  eines  Poly- 
noms f  in  irgend  einer  Anzahl  von  Veränderlichen  versteht  man 
ein  Polynom  (p,  welches  einer  Identität 

genügt,  tvohei  ijj  ebenfalls  ein  Polynom  ist. 

Jede  von  Null  verschiedene  Konstante  ist  Faktor  eines 
jeden  Polynoms;  jedes  Polynom  ist  Faktor  des  identisch  ver- 
schwindenden. Ein  Polynom,  welches  nur  aus  einer  Konstanten 
besteht,  die  von  Null  verschieden  ist,  hat  außer  Konstanten 
keine  Faktoren. 

Ein  Polynom  in  x^,  .  .  .  x^y  welches  nicht  identisch  ver- 
schwindet, kann  kein  Polynom  als  Faktor  enthalten,  in  dem 
noch  andere  Veränderliche  wirklich  vorkommen. 

Den  Begriff  der  Reduzibilität,  auf  den  wir  bereits  in  einem 
besonderen  Falle  (§  47)  gestoßen  sind,  erklären  wir,  wie  folgt: 

Erklärung  2.  Ein  Polynom  heißt  reduzihel,  wenn  es  iden- 
tisch gleich  dem  Produld  zweier  Polynome  ist,  von  denen  Jceins 
nwr  aus  einer  Konstanten  besteht. 

In  der  Lehre  von  den  reellen  Polynomen  ist  eine  weitere 
Einschränkung  des  Begriffs  der  Reduzibilität  zweckmäßig.  Man 
hat  es  da  mit  einem  Begriff  zu  tun,  den  wir  als  Peduzibilität 
im  reellen  Gebiet  folgendermaßen  erklären: 

Erklärung  3.  Ein  reelles  Polynom  heißt  im  reellen 
Gebiet  reduzibel,  wenn  es  identisch  gleich  dem  Produkt  zweier 
reeller  Polynome  ist,  von  denen  Tceins  nur  aus  einer  Konstanten 
besteht. 

In  vielen  Zweigen  der  Algebra  spielt  eine  noch  andere 
Modifikation  des  Begriffs  der  Reduzibilität  eine  wichtige  Rolle, 
zu  deren  Auseinandersetzung  wir  die  folgende  vorbereitende 
Erklärung  nötig  haben: 
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Erklärung  4.  Eine  Schar  von  Zahlen  hildet  einen  Ratio- 
nalitätsher eich,  wenn  sie  folgende  Eigenschaft  besitzt:  Sind  a 
und  h  irgend  welche  Zahlen  der  Schar,  so  sollen  auch  die  Zahlen 

a  -\-  J),  a  —  h,  ah  und  auch,  falls  &  =j=  ö  ist,  -r-  der  Schar  an- 
gehören. 

So  bildet  die  Gesamtheit  aller  reellen  und  imaginären 
Zahlen  einen  Rationalitätsbereich ^  ebenso  die  Gesamtheit  aller 
reellen  Zahlen.  Der  einfachste  Rationalitätsbereich,  abgesehen 
von  dem,  der  nur  aus  der  einen  einzigen  Zahl  NuU  besteht, 
ist  der  sogenannte  natürliche  Bereich,  der  von  der  Gesamtheit 
aller  rationalen  Zahlen  gebildet  wird.  Verwickelter  ist  der 
Rationalitätsbereich,  der  aus  aUen  Zahlen  von  der  Form 
a  -{-h  ]/—  1  besteht,  worin  a  und  h  nicht  allein  reeU,  sondern 
auch  rational  sind.  Diese  wenigen  Beispiele  werden  genügen, 
die  Bedeutung  der  obigen  Erklärung  klar  zu  machen.^) 

Erklärung  5.  Ein  Polynom,  dessen  Koeffizienten  sämtlich 
einem  gewissen  Bationaliiätsbereich  B  angehören,  heißt  in  diesem 
Bereich  reduzihel,  wenn  es  identisch  gleich  einem  BroduM  zweier 
Bolynome  ist,  deren  Koeffizienten  ebenfalls  diesem  Bereich 
angehören,  und  von  denen  Iceins  nur  aus  einer  Konstanten 
b  esteht. 

Die  Erklärungen  2  und  3  sind  einfach  die  besonderen 
FäUe  dieser  letzten  Definition,  für  die  der  Rationalitätsbereich 
aus  allen  Zahlen,  bzw.  aus  allen  reellen  Zahlen  besteht.  Das 
Polynom  x^  -{-  1  ist  reduzibel  nach  Erklärung  2,  da  es  identisch 
gleich  {x  +  ]/—  l)  {x  —  y —  l)  ist.  Im  reellen  Bereich  ist  es 
dagegen  nicht  reduzibel,  ebensowenig  im  natürlichen  Bereich. 
Andrerseits  ist  x^  —  2  im  reellen  Bereich  reduzibel,  nicht  aber 
im  natürlichen  Bereich.  Das  Polynom  x^  —  4:  ist  schließlich 
bereits  im  natürlichen  Bereich  reduzibel. 


1)  Mit  B{a^,  a^,  .  .  .  aj  bezeicbnet  man  den  Rationalitätsbereich, 
der  aus  allen  Zahlen  besteht,  die  aus  a^^,  .  .  .  a^  durch  rationale  Prozesse 
(Addition,  Subtraktion,  Multiplikation,  Division)  erhalten  werden.  So 
kann  der  natürliche  Bereich  am  einfachsten  als  B{1),  der  zuletzt  im 
Texte  erwähnte  Rationalitätsbereich  als  E(l,y—  l)  oder  jR()/—  l)  dar- 
gestellt werden.  Doch  ist  diese  Bezeichnungsweise  nicht  auf  alle  Fälle 
anwendbar  (Rationalitätsbereich  aller  reellen  Zahlen);  man  müßte  sonst 
eine  unendliche  Anzahl  von  Argumenten  benutzen. 
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Erklärung  6.  Zivei  Polynome  heißen  relativ  prim,  wenn 
sie  außer  Konstanten  keinen  gemeinsamen  Faktor  besitzen. 

Erklärung  7.  Zwei  Arten,  ein  Folynom  in  Faktoren  zu 
zerlegen,  gelten  als  nicht  wesentlich  verschieden,  wenn  heidemale 
die  gleiche  Anzahl  n  von  Faktoren  auftritt  und  diese  Fak- 
toren so  angeordnet  werden  können,  daß  für  alle  Werte  von 
k  von  1  bis  n  einschließlich  die  ¥^^  Faktoren  proportional  sind. 

Übungen 

1.  Beweise,  daß  jedes  Polynom  von  der  Form 

m  +  y, 

wo  f(x)  ein  Polynom  in  x  allein  darstellt,  irreduzibel  ist.    Gilt  das  gleiche 
von  Polynomen  der  Form 

m  +  y'? 

2.  Sind  f,  (p,  ^  Polynome  in  beliebig  vielen  Yeränderlichen ,  die 
die  Identität  befriedigen 

f=(pil>, 
und  liegen   die  Koeffizienten   von  f  und  qp   in   einem  gewissen  Eationa- 
litätsbereicb,   so  liegen  die  Koeffizienten  von  ip^  vorausgesetzt,   daß  cp 
nicht  identisch  verschwindet,  in  demselben  Rationalitätsbereich. 

61.  Irreduzibilität  der  allgemeinen  und  der  sym- 
metrischen Determinante.     Satz  1.    Die  Determinante 


D  = 


''21 


tJoo 


'In 


"2« 


"nl 


"«2 


ist   ein   irreduzibles   Polynom   seiner   n^   als   unabhängige   Ver- 
änderliche aufgefaßten  Elemente. 

Wir  nehmen  an,  sie  wäre  reduzibel,  also  etwa 
D  =  f{a,i, . .  .  O  cp  («11, .  .  .  O. 
worin  weder  f  noch  q)  eine  Konstante  bedeutet.  Entwickelt 
man  D  nach  den  Elementen  der  ersten  Reihe,  so  findet  man, 
daß  es  vom  ersten  Grade  in  a^  ist.  Eins  der  beiden  Poly- 
nome f  und  (p  muß  daher  in  bezug  auf  a^^  vom  ersten,  das 
andere  vom  nuUten  Grade  sein.  Dieselbe  Überlegung  zeigt, 
daß  in  bezug  auf  irgend  ein  Element  a^j  von  D  das  eine  der 
beiden  Polynome  f  und  q)  vom  ersten  Grade  ist,  während  das 
andere  diese  Veränderliche  überhaupt  nicht  enthält. 
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Wir  wollen  jetzt  annehmen, /*  sei  dasjenige  Polynom,  welches 
das  Element  a^^  der  Hauptdiagonale  D  enthält.  Dann  kommt 
in  q)  weder  ein  Element  der  i^^°-  Reihe  noch  eins  der  i*®"^  Ko- 
lonne vor.  Sonst  müßte  das  Produkt  cp  •  f  Glieder  mit  a.^a.j 
oder  a..aj.  enthalten,  was  der  Erklärung  der  Determinante 
widerspricht.  Enthält  also  f  irgend  ein  Element  der  Haupt- 
diagonale von  D,  so  enthält  es  sämtliche  Elemente  derselben 
Reihe  und  auch  sämtliche  Elemente  derselben  Kolonne;  keins 
dieser  Elemente  kann  in  cp  vorkommen.  Jetzt  möge  in  cp 
irgend  ein  anderes  Element  üjj  der  Hauptdiagonale  von  D  vor- 
kommen (j  4=  0-  I^ann  kann  nach  dem  Voraufgegangenen  a^ 
und  ttji  weder  in  f  noch  in  cp  auftreten.  Das  gibt  aber  einen 
Widerspruch.  Enthält  also  f  irgend  ein  Element  der  Haupt- 
diagonale von  D,  so  enthält  es  auch  die  übrigen,  und  somit 
überhaupt  alle  Elemente  der  Determinante.  Daher  muß  sich 
(p  auf  eine  Konstante  reduzieren. 

Satz  2.     Die  symmetrische  Determinante 


D  = 


(<^ij  =  (^ji) 


'nl 


ist  ein  irreduzihles  Polynom  seiner  \n{n  -\-  1)  als  unabhängige 
Veränderliche  angeselienen  Elemente. 

Der  Beweis  für  Satz  1  gilt  auch  hier,  und  zwar  meist 
Wort  für  Wort;  der  einzige  Unterschied  besteht  darin,  daß  D 
in  bezug  auf  Elemente  der  Hauptdiagonale  vom  ersten  Grade, 
in  bezug  auf  jedes  der  übrigen  Elemente  dagegen  vom  zweiten 
Grade  ist.  Die  einfachen  Modifikationen,  die  dadurch  im  vor- 
hergehenden Beweis  nötig  werden,  möge  der  Leser  sich  selbst 
klar  machen. 

Übungen 

1.  Die  allgemeine  geränderte  Determinante 


. .  u 


ip 


"nl  •  •  ■  '^np 

0...0 


V, 


0...0 


■^iJl  •  •  •  '^pn 

ist,  wenn  man  darin  die  a,  u  und  v  als  unabhängige  Veränderliche  an- 
sieht, irreduzibel,  solange  p<Cn  ist. 

Böcher,  höhere  Algebra  13 
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2.  Setzt  man  in  der  Determinante  von  Übung  1  aii==aji^  Ui,-  =  Vjiy 
so  entsteht  eine  neue  Determinante,  die  irreduzibel  ist,  solange p<^n  ist. 

3.  Ist  die  Determinante 
11  •  •  •  «m  I 


noch  irreduzibel,  wenn  nur  für  gewisse  Werte  von  i  und  j ,  nicht  aber 
für  alle  die  Gleichung  aij  =  aß  gilt,  und  die  a  im  übrigen  unab- 
hängig sind? 

4r.  Eine  schiefe  Determinante  (vgl.  Übungen  2,  3,  §  20)  ist  stets 
reduzibel;  ist  ihre  ßeihenzahl  gerade,  so  ist  sie  ein  vollständiges  Quadrat. 

(Zusatz  3,  §  11  sowie  Satz  6  und  Übung  1,  §  76). 

Gilt  der  Satz  noch,  wenn  die  Elemente  reell  sind  und  nach  Re- 
duzibilität  im  reellen  Bereich  gefragt  wird? 

62.  Korrespondierende  homogene  und  inhomogene 
Polynome.  Häufig  ist  es  zweckmäßig,  nebeneinander  zwei 
Polynome  zu  betrachten,  ein  homogenes  und  ein  inhomogenes, 
die  in  derselben  Beziehung  zueinander  stehen,  wie  z.  B.  die 
linken  Seiten  der  Gleichungen  einer  ebenen  Kurve  oder  einer 
Fläche,  wenn  man  das  eine  Mal  homogene,  das  andere  Mal  nicht- 
homogene Koordinaten  benutzt.  Solche  Polynome  sollen  korre- 
spondierend genannt  werden: 

Erklärung.  Bildet  man  aus  einem  nicht -Iwmogenen  Poly- 
nom li^^^  Grades  in  beliebig  vielen  Veränderlichen  (^i, .  •  •  ^„_i) 
ein  neues  Polynom  dadurch^  daß  man  jedes  Glied  des  ursprüng- 
lichen mit  einer  geeigneten  Potenz  einer  weiteren  Veränderlichen  x^ 
multipliziert y  so  daß  sämtliche  Glieder  den  Grad  h  erhalten ^  so 
heißt  das  erhaltene  homogene  Polynom  dem  gegebenen  korre- 
spondierend. 

Beispielsweise  sind  die  beiden  folgenden  Polynome  korre- 
spondierend: 

(1)  2x^-}-3x'y-bxz'-yz  -\-2z^  -\-x     -?>y    -9, 

(2)  2x^-{-  ?>xhj  -  bxz'-  -  yzt  +  2zH  +  xt'  -  Syt^  -  9t'\ 

Ist  9)(^i,  •  .  .  ^„_i)  das  inhomogene  Polynom  /c*®""  Grades, 
so  läßt  sich  das  korrespondierende  homogene  Polynom  schreiben: 

^n  ^  r;*.  ?  v"  7  •  •  •  ~^    ) ' 

Jedem  inhomogenen  Polynom  korrespondiert  gerade  ein  ein- 
ziges homogenes  Polynom.    Umgekehrt  korrespondieren  einem 
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homogenen  Polynom  in  n  Veränderlichen  im  allgemeinen  n  ver- 
schiedene nicht -homogene  Polynome,  die  man  erhält,  wenn 
man  irgend  eine  der  Veränderlichen  gleich  Eins  setzt.  So 
entspricht  dem  Polynom  (2)  nicht  nur  das  inhomogene  Poly- 
nom (1),  sondern  auch  die  folgenden: 

(3)  2     -f  3?/     -  5^2    -  yzt  +  2zH  +  f    -  ^f  -  9f, 

(4)  2x^  +  ^x^    -bxz^-zt    +2zH-^xt^  -?»t^    -9f, 

(5)  2x^  +  3x'y-bx  -  ijt  +  2t  -^  xf  -  Syt' -  9f. 
Kommt  aher  bei  einem  homogenen  Polynom  eine  der  Ver- 
änderlichen in  jedem  Gliede  vor,  so  erhält  man,  wenn  man 
diese  Veränderliche  gleich  Eins  setzt,  nicht  ein  korrespon- 
dierendes inhomogenes  Polynom,  sondern  eins  von  geringerem 
Grade.  So  gibt  es  in  dem  Falle,  wo  jedes  Glied  des  homo- 
genen Polynoms  sämtliche  Veränderliche  enthält,  überhaupt 
kein  korrespondierendes  Polynom,  z.  B.  im  Falle 

x^yz  -f  xy^z  +  xyz^. 

Satz  1.  Ist  von  zwei  horrespondierenden  Polynomen  das 
eine  reduziM,  so  ist  es  auch  das  andere;  ebenso  Icorrespondieren 
auch  die  Faktoren  beider  Polynome. 

Wir  setzen  voraus ,  das  homogene  Polynom  (p(x^,  .  .  .  x^ 
besitze  den  Grad  (k  -{-  T)  und  habe  zwei  Faktoren  vom  Grade 
k  bzw.  h 

Das  korrespondierende  nicht-homogene  Polynom  möge  das 
sein,  welches  man  erhält,  wenn  man  x^=  1  setzt.    Dann  ist 

Diese  Operation  läßt  aber  nach  Voraussetzung  den  Grad 
des  Polynoms  links  ungeändert.  Daher  kann  auch  keiner  der 
Faktoren  rechts  in  (6)  seinen  Grad  erniedrigen,  und  keiner  der 
Faktoren  rechts  in  (7)  ist  konstant.  Somit  ist  unser  nicht- 
homogenes Polynom  reduzibel,  und  seine  beiden  Faktoren  korre- 
spondieren, da  sie  vom  Grade  k  bzw.  l  sind,  den  beiden  Fak- 
toren auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (6). 

Jetzt  gehen  wir  von   dem  inhomogenen  Polynom 

aus  und  setzen  voraus: 

13* 
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wo  die  Indices  die  GradzaHen  der  Polynome  bedeuten.  Die 
den  inhomogenen  Polynomen  ^j  W,  X  korrespondierenden 
homogenen  Polynome  sollen  als  (fj^^iy  tk+n  Xk+i  bezeichnet 
werden.     Für  ^„  +  0  ist  dann: 

Nach  Multiplikation  mit  a;/+'  ergibt  sich: 

und  da  diese  Gleichung  für  alle  von  Null  verschiedenen  Werte 
von  x^  gilt,  ist  sie  (Satz  b,  §  2)  eine  Identität.  Damit  ist  der 
Satz  bewiesen. 

Die  Ableitung  einer  Bedingung  für  die  Reduzibilität  eines 
inhomogenen  quadratischen  Polynoms  in  beliebig  vielen  Yer- 
änderlichen  liefert  ein  einfaches  Beispiel  für  die  Anwendbar- 
keit des  soeben  bewiesenen  Satzes.  Wir  sehen  nämlich  daraus, 
daß  man  nur  nötig  hat,  das  Kriterium  der  Reduzibilität  (§  47) 
für  das  korrespondierende  homogene  Polynom  in  Anwendung 
zu  bringen. 

Satz  2.  Die  nicht-homogenen  Polynome  f  und  (p  sind  dann 
und  nur  dann  relativ  prwi  zueinander ,  wenn  die  horrespondie- 
renden  Polynome  F  und  0  relativ  prim  sind. 

Denn,  haben  f  und  cp  einen  gemeinsamen  Faktor  i/;,  der 
keine  Konstante  ist,  so  ist  das  homogene  Polynom  ¥^,  welches 
^  korrespondiert,  nach  Satz  1  gemeinsamer  Faktor  von  F 
und  ^  und  ebenfalls  nicht  nur  eine  Konstante.  Ist  umgekehrt  W 
ein  gemeinsamer  Faktor  von  F  und  ^,  der  nicht  konstant  ist,  so 
haben  nach  Satz  1  auch  f  und  (p  einen  gemeinsamen  dem 
Polynom  ^  korrespondierenden  Faktor  ^,  der  sich  also  nicht 
auf  eine  Konstante  reduziert. 

63.  Division  von  Polynomen.  Wir  betrachten  zunächst 
zwei  Polynome  in  nur  einer  Veränderlichen 

f{x)  =  a^x-  +  a^x^-^  4-  •  •  •  +  «„, 


(1) 

(p{x)  =  \x^^  +  \x^-^+  '••-\-K 

In  der  elementaren  Algebra  lernt  man  f  durch  cp  divi- 
dieren, d.  i.  einen  „Quotienten"  Q{x)  und  einen  „Rest"  R{x) 
zu  finden.  Das  Wesentlichste  dabei  wird  in  dem  folgenden 
Satze  ausgesprochen: 
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Satz  1.  Sind  f  und  tp  zwei  Polynome  in  x,  von  denen  cp 
nicht  identisch  verschwindet,  so  gibt  es  stets  gerade  ei/n  Paa/r  von 
Polynomen  Q  und  R,  die  die  Identität  erfüllen 

(2)  f{x)=Q{x)^{x)  +  R{x), 

wobei  der  Grad  von  R  geringer  ist  als  der  von  (p,  oder  i?  =  0  ist}) 
Zunäclist   wollen  wir  zeigen,   daß   es  wenigstens  ein  Paar 

solcher  Polynome    Q,  R  gibt.      Ist   der   Grad   von  f  niedriger 

als  der  von  (p  (oder  ist  /'=0),  so  brauchen  wir  nur  zu  setzen: 
Q^O,      R^f. 
Ist  der  Grad  von  f  mindestens  ebensogroß  als  der  von  g?, 

so  sei  in  der  Bezeichnung  der  Gleichungen  (1): 

%=¥0y         &0  +  0,         n^m. 
Dann  gilt  der  Hilfssatz:  Ist  der  Grad  von  (p  nicht  höher 
als  der  von  /",  so  gibt   es  zwei  Polynome  Q^  und  i^,   die  die 
Identität  befriedigen 

f{x)^Q,{x)(p(x)  +  R,{x), 
wobei  R^  =  0,  oder  der  Grad  von  R^  niedriger  ist,  als  der  des 
Polynoms  f. 

Die  Richtigkeit  dieses  Satzes  folgt  sofort,  wenn  wir  setzen: 

Ist  jRj  =  0,  oder  ist  der  Grad  von  R^  niedriger  als  der  von  g), 
so  können  Q^  und  R^  an  Stelle  von  Q  und  R  in  die  Glei- 
chung (2)  eingesetzt  werden.  Ist  das  nicht  der  Fall,  so  läßt 
sich  der  Hilfssatz  auf  die  beiden  Polynome  R^  und  cp  anwenden 
und  liefert: 

R,{x)^Q,(x),pix)  +  R,ix), 

wobei  JRg  —  ^?  oder  der  Grad  von  R^  niedriger  ist,  als  der 
von  Rj^.     Man  kann  dann  schreiben: 

fi^)  ^  [Öl  (^)  -h    02  W]  9P  W  +  ^2(^)- 

Ist  R^^Oj  oder  ist  sein  Grad  niedriger  als  der  von  g), 
so  kann  man  als  Q  und  R  in  Gleichung  (2)  die  Polynome 
ft  +  Q2  ^^d  ^2  benutzen.  Ist  das  nicht  der  FaU,  so  wendet 
man    den   Hilfssatz    wieder    auf   die    Polynome  R^  und  qp    an. 

1)  Wir  erinnern  daran,  daß  nach  unserer  Erklärung  ein  identisch 
verschwindendes  Polynom  überhaupt  keinen  Grad  besitzt. 
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So  erhält  man  scMießlicli  eine  Reihe  von  Polynomen  R^,  R^,..., 
deren  Gradzahlen,  wenn  sie  vorhanden  sind,  fortwährend  ab- 
nehmen. Man  muß  also  einmal  ein  Polynom  R.  erhalten,  welches 
entweder  identisch  verschwindet  oder  von  geringerem  Grade 
ist  als  <p.     Es  ist  also  schließlich 

fix)  =  [Q,{x)  +Q^(x)  +  ---  +  QXx)]  <pix)  +  B,{x) 

und  damit  ist  bewiesen,  daß  es  mindestens  ein  Paar  von  Poly- 
nomen Q,  R  gibt,  die  die  Bedingungen  des  Satzes  befriedigen.  ^) 
Nehmen   wir   jetzt    an,   es  gäbe  noch  ein  zweites  solches 
Paar  Q'  und  R'.     Dann  erhält  man  leicht 

(3)  0^{Q-Q')<f-^{R-R'). 

Daraus  darf  aber  geschlossen  werden 
Q=Q',        B  =  B'. 

Wären  nämlich  Q  und  Q'  nicht  identisch,  so  wäre  das 
erste  Glied  rechts  in  (3)  mindestens  vom  m*®""  Grade,  während 
das  zweite  Glied  kein  Glied  mit  x^  enthielte. 

Jetzt  gehen  wir  zu  Polynomen  in  mehreren  Veränderlichen 
über 

(p(x,,.  ..x,)  =  h^i^x,, .  .  .  x,)x^^  +  \(x^, . . .  x,)x^^-''  +  .  .  . 

Die  übliche  Divisionsmethode  liefert  uns  als  Quotient  und 
Rest  nicht  Polynome,  sondern  rationale  gebrochene  Funktionen. 
Diese  umgehen  wir  mit  Hilfe  des  folgenden  Satzes: 

Satz  2.  Sind  f  und  cp  Polynome  in  (x^, . .  .  a;J,  von  denen 
(p  nicht  identisch  verschwindet,  so  gibt  es  drei  neue  Polynome 
Qj  R,  P,  deren  letztes  nicht  identisch  verschwindet  und  von  x^ 
frei  ist,  die  die  Identität  erfüllen 

(5)  P(x^,...x,)f(x,,.,.x,)=Q{x,,...x,)(p{x^,...x,)-{-R{x^,...x;), 

wobei  R  =  0  ist,  oder  der  Grad  von  R  in  x^  niedriger  ist  als 
der  von  cp  in  x^. 

Der  Beweis  schließt  sich  eng  an  den  soeben  geführten  an. 


(4) 


1)  Der  Leser  möge  sich  klar  machen,  daß  der  hier  durchgeführte 
Prozeß  weiter  nichts  ist  als  das  gewöhnliche  elementare  Divisions - 
verfahren. 
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Ist  der  Grad  von  f  in  bezug  auf  x^  kleiner  als  der  von 
(p  oder  ist  f^O,  so  hat  man  einfach  P=lf  Q  =  ^7  R  =  f 
zu  setzen. 

Jetzt  sei  f  in  bezug  auf  x^  von  mindestens  demselben 
Grade  als  (p.  Dann  ist  also  in  den  Gleichungen  (4)  zu  setzen: 
aQ^Oj         hfy^O,        n^m. 

Hilfssatz.  Ist  der  Grad  von  cp  in  hemig  auf  x^  nicht  höher 
als  der  von  f,  so  gibt  es  zwei  Polynome  Q^^  R^,  die  die  Identität 
befriedigen : 

wobei  der  Grad  von  R^  in  x^  niedriger  ist  als  der  Grad  von  f 
in  bezug  auf  x^j  oder  JR^  =  0  ist. 

Um  die  Richtigkeit  dieses  Satzes  einzusehen,  braucht  man 
nur  zu  setzen: 

Ql  ^  (^Q\^<ii  •  •  •  Xj^X^~^. 

Ist  R^^O  oder  ist  sein  Grad  in  bezug  auf  x^  niedriger 
als  der  von  cp  in  bezug  auf  x^y  so  können  wir  Qi,RiybQ  statt 
Q,  R,  P  in  die  Identität  (5)  einsetzen.  Im  anderen  FaUe  gibt 
der  Hilfssatz  für  die  Polynome  R^  und  (p  die  Identität 

WO  der  Grad  von  R,2  in  bezug  auf  x^^j  falls  es  nicht  identisch 
verschwindet,  geringer  ist  als  der  von  R^.     Dann  ist  also: 

Ist  i?2  =  0  oder  ist  sein  Grad  in  bezug  auf  ^^  kleiner  als 
der  von  cp  in  x^j  so  können  wir  die  Polynome  Q,  R,  P  in  (5) 
ersetzen  durch  b^Q^  -\-  Q^j  R2,  b^^.  Sonst  wenden  wir  den 
Hilfssatz  wieder  auf  die  Polynome  R^  und  (p  an.  So  gewinnen 
wir  eine  Reihe  R^j  R^,  .  .  .  von  Polynomen,  deren  Gradzahlen, 
soweit  sie  vorhanden  sind,  beständig  abnehmen.  Daher  muß 
es  schließlich  ein  Polynom  R^  geben,  dessen  Grad  in  bezug 
auf  i^i,  wenn  es  nicht  identisch  Null  ist,  kleiner  ist,  als  der 
von  (p.  Durch  Zusammenfassung  der  Einzelresultate  erhalten 
wir  so  schließlich: 

Damit   ist  unser  Satz  bewiesen   und  ebenso  noch  der  Zusatz: 
Zusatz.     Als  Polynom  P  des  Satzes  2   darf  eine  Potenz 
von  b^  gewählt  iverden. 
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Offenbar  wäre  es  unrichtig,  den  Satz  2  dahin  zu  erweitern, 
daß  es  nur  ein  System  von  Polynomen  Q,  B,  P  gäbe;  denn 
die  Identität  (5)  ändert  ihre  Gestalt  durchaus  nicht,  wenn  man 
beide  Seiten  mit  irgend  einem  Polynom  in  (x^y .  .  .  xj  mul- 
tipliziert. Man  vergleiche  jedoch  die  Übung  am  Schlüsse 
von  §  73. 

64.   Eine  spezielle  Transformation  der  Polynome. 

Wir  nehmen  an,  f(x^j  x^^  x^,  x^  sei  ein  homogenes  Polynom 
Ä*®"^  Grades  in  den  homogenen  Koordinaten  (x^  \  x^\  x^\  ic^), 
so  daß  die  Gleichung  /  =  0  eine  Fläche  Zj*®^  Ordnung  darstellt. 
Hat  das  Glied  mit  x^  den  Koeffizienten  Null,  so  geht  die 
Fläche  durch  den  Nullpunkt  der  Koordinaten.  Ist  der  Koeffi- 
zient von  x^  (oder  der  von  x^  oder  x^)  Null,  so  geht  die 
Fläche  durch  den  unendlich  fernen  Punkt  der  ic^- Achse  (iCg- Achse, 
iTg-Achse).  Offenbar  können  diese  Besonderheiten  in  der  Lage 
der  Fläche  vermieden  werden,  und  zwar  auf  unendlich  viele 
Arten  mit  Hilfe  nicht-singulärer  Kollineationen,  die  irgend  vier 
nicht  in  einer  Ebene  gelegene  Punkte  überführen  in  den  Ko- 
ordinatenanfangspunkt und  die  unendlich  fernen  Punkte  der 
Koordinatenachsen,  falls  nur  jene  vier  Punläe  sämtlich  so  ge- 
wählt werden,  daß  sie  nicht  auf  der  Fläche  liegen. 

Damit  haben  wir  den  Grundgedanken  dessen  ausgesprochen, 
was  wir  jetzt  für  n  Veränderliche  beweisen  wollen: 

Hilfssatz.  Ist  f{x^j  •  '  ■  ^n)  ^^^  homogenes  Polynom,  ^^^" 
Grades,  in  dem  Tcein  Glied  mit  x^i  vorkommt,  so  läßt  sich  f 
durch  eine  nicht-singuläre  lineare  Transformation  in  den  Ver- 
änderlichen (x^y .  . .  x^)  in  eine  Form  f^  überführen y  hei  der  der 
Koeffizient  von  Xm  von  Null  verschieden  isty  während  sich  die 
Koeffizienten  der  h^^"  Potenzen  der  übrigen  Veränderlichen  nicht 
ändern. 

Unbeschadet  der  Allgemeinheit  dürfen  wir  beim  Beweise 
annehmen,  die  fragliche  Veränderliche  x^  sei  die  letzte  Ver- 
änderliche x^. 

Die  nicht-singuläre  lineare  Transformation 

Xi  =  x:  i-a^x^  {i=ly...n-l) 

x^  =  x^ 
führt  f  über  in 

fl{Xi,  .  .  .  Xn)  ^  f(Xl   -f  aiXny  •  •  •;  Xn-l  +  an-lXnyXn)y 
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wobei  die  Koeffizienten  der  Glieder  in  x^j  •  •  .  Xn-\  sich  offen- 
bar nicht  ändern.  Da  nun  jedes  Glied  von  f^  mit  Ausnahme 
des  Gliedes  in  x'^  wenigstens  eine  der  Veränderlichen  x^^ . . .  x^_^ 
enthält,  so  ist  der  Koeffizient  des  Gliedes  in  x'J^  \ 

f^{0,0,...,0,l)=f(a^,a,,...,  «„_,,  1). 

Wir  haben  also  noch  zu  zeigen,  daß  die  Konstanten 
^1?  •  •  •  ^n-i  s^  gewählt  werden  können,  daß  diese  Größe  von 
Null  verschieden  ist.  Dazu  wählen  wir  irgend  einen  Punkt 
(fej, .  . .  ?>J,  für  den  h^=^  0  ist.  Dann  läßt  sich  eine  so  kleine 
Umgebung  dieses  Punktes  angeben,  daß  x^  in  keinem  ihrer 
Punkte  verschwindet.  Ferner  läßt  sich  dann,  da  f  nicht  iden- 
tisch verschwindet,  ein  Punkt  (c^,  .  .  .  cj  dieser  Umgebung 
finden  (c^  =j=  0),  daß 

fic„...c„)  +  0. 

Setzen  wir  nun  für  a., . .  .  a„  ,  die  Werte  — , .  .  .  -^^^^  ein, 
so  ist,  weil  f  homogen  ist, 

/■K,--v«„-i,i)  +  o. 

Satz  1.  Bedeutet  fix^^...  xj  ein  homogenes  Polynom 
^ten  Qrades,  so  läßt  sich  eine  nicht-singuläre  lineare  Transfor- 
mation angehen j  die  f  in  eine  neue  Form  f^  überführt,  hei  der 
die  Koeffizienten  der  Glieder  in  x[^,  x'^, .  .  .  x'J^  sämtlich  von  Null 
verschieden  sind. 

Der  Beweis  ergibt  sich  aus  dem  vorhergehenden  Hilfs- 
satz. Man  hat  eben  nur  nacheinander  die  Transformationen 
auszuführen,  die  die  etwa  verschwindenden  Koeffizienten  von 
x^^, '  '  '  x^  von  Null  verschieden  machen.  Der  Hilfssatz  hat 
gezeigt,  daß  sie  sämtlich  existieren  und  nicht-singulär  siud. 
Der  Koeffizient  von  x^  ändert  sich  nach  der  ersten  Transfor- 
mation nicht  mehr,  wenn  man  die  folgenden  Transformationen 
ausführt  usw.  Die  Aufeinanderfolge  aller  dieser  Transforma- 
tionen ergibt  wieder  eine  nicht-singuläre  lineare  Transformation^ 
nämlich  die  in  Satz  1  erwähnte. 

Satz  2.  Es  giht  eine  nicht-singuläre  homogene  lineare  Trans- 
formation in  den  (x^, .  . .  xj,  die  ein  Fohjnom  Ä^"  Grades 
f(x^, .  . .  x,^)  in  ein  neues  Polynom  üher führt,  welches  in  he- 
zug  auf  jede  einzelne  der  Veränderliclien  x^,  •  •  •  ^„'  '^om  ¥"^ 
Grade  ist. 
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Wäre  f  selbst  bereits  homogen,  so  läge  Satz  1  vor.  Ist 
es  inhomogen,  so  können  wir  schreiben 

WO  jedes  (p  homogen  ist  und  den  Grad  besitzt,  den  sein  Index 
angibt,  oder  identisch  NaU  ist.  Jetzt  ist  nur  der  Satz  1  auf 
das  Polynom  (p^  anzuwenden,  welches  natürlich  nicht  identisch 
verschwindet. 

Dieser  Satz  2  und  ebenso  auch  sein  Spezialfall  Satz  i 
führt  zu  einer  Verallgemeinerung  für  den  Fall  eines  Systems 
von  Funktionen: 

Satz  3.  Es  gibt  eine  nicht-singuläre  hoynogene  lineare  Trans- 
formationj  die  das  System  der  Polynome 

vom  Grade  \^\y .  .  .h^  überführt  in  ein  neues  System  von  Po- 
lynomen, die  die  Gradzahlen  \j  h^,  .  .  .h^^  in  bemg  auf  jede  der 
Veränderlichen  x/,  .  .  .  x^  besitzen. 

Der  Beweis  kann  ähnlich  geführt  werden,  wie  bei  den 
Sätzen  1  und  2,  oder  dadurch,  daß  man  Satz  2  auf  das  Pro- 
dukt fi-  f^-  '  '  fm  anwendet. 

Schließlich  wollen  wir  noch  bemerken,  daß  die  Sätze  dieses 
Abschnitts  richtig  bleiben,  wenn  die  Polynome  sämtlich  reell 
sind  und  es  sich  nur  um  reeUe  lineare  Transformationen  handelt. 

Übung 

Ist  das  reelle  Polynom  fix^ , . . .  a;„)  von  ungeradem  Grade ,  so  ver- 
schwindet es  in  unzählig  vielen  reellen  Punkten.    (Vgl.  Übung  3,  §  6). 
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Gemeinsame  Teiler  von  Polynomen  in  einer  Ver- 
änderlichen und  von  binären  Formen 

65.    Zerlegfbarkeit  in  Liuearfaktoreu.     Den  Satz  2^ 

§  6  können  wir  jetzt  in  folgender  Form  ausspreclien : 

Satz  1.  Ein  Polynom  n^^^  Grades  in  einer  Veränderlichen 
ist  stets  reduzihel,  wenn  w  >  1  ist.  Es  Icann  dann  in  ein  Pro- 
dukt  von  n  linea/ren  Faktoren  zerlegt  werden,  und  zwar  im 
wesentlichen  nur  auf  eine  Art. 

Die  Entwicklungen  von  §  62  erlauben  jetzt,  einen  entspre- 
chenden Satz  für  die  binäre  Form 

(1)  Ö^O  V  +  ö^i^i"~'^2  +  •  •  •  +  «„^ä"" 

auszusprechen.  Ist  zunächst  ag  =|=  0,  so  korrespondiert  dieser 
Form  das  inhomogene  Polynom 

(2)  aoa;/+a,rr«-i +•••  +  «„. 

(Erklärung  in  §  Q2).  Dieses  Polynom  läßt  sich  nun  in  Fak- 
toren zerlegen: 

oder  bei  Einführung  von  n  Konstanten  a^',  a^\  .  .  .  a„",  deren 
Produkt  gleich  a^  ist, 

(3)  {al'x^  -  «/)(«/' ^1  -  ^t)  •  •  •  K"^i  -  O; 
wo  der  Kürze  halber  gesetzt  ist 

<^.-  =  <  (i  =  l,2,...w). 

Aus  Satz  1,  §  ^'2^  schließen  wir  jetzt,  daß  die  binäre  Form  (1) 
identisch  gleich  ist  dem  Ausdruck 

(4)  (c^/'^,  -  a;x^{a.;'x^  —  a{x^  •  •  •  {a^' x^  —  a^x^. 
Ferner  kann  sie  auf  keine  andere  wesentlich  verschiedene 

Art  in  lineare  Faktoren  zerlegt  werden,  weil  das  gleiche  sonst 
auch  von  dem  Polynom  (2)  gelten  müßte.  Für  »o  +  ^  ist  der 
Satz  bewiesen.     Jetzt  nehmen  wir  an: 

»0=  •  •  •  ==  a^_j=  0,     a^.  4=0.  {k^n) 

Dann  hat  die  Form  (1)  die  Gestalt 

(5)  a^a;f-^X^+...  +  «„^2"- 
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Sie  zerfällt  offenbar  in  Tc  Faktoren  x^  und  die  binäre  Form 

die  den  Grad  n  —  h  besitzt.  Da  der  erste  Koeffizient  nicht 
verschwindet,  kann  diese  Form  nach  dem  soeben  Gesagten  in 
n  —  k  lineare  Faktoren  zerlegt  werden.  Auch  hier  läßt  sich 
die  binäre  Form  in  der  Gestalt  (4)  schreiben,  wobei  Je  der 
Konstanten  a'  gleich  Null  werden.  Daß  die  Zerlegung  im 
wesentlichen  nur  auf  eine  Art  möglich  ist,  überlassen  wir  dem 
Leser  zu  zeigen.  Dann  läßt  sich  der  Satz  in  folgender  Weise 
formulieren : 

Satz  2.  Eine  binäre  Form  n^"  Grades  ist  stets  reduzibely 
wenn  ^  >  1  ist.  Sie  kann  auf  wesentlich  eine  einzige  Weise  in 
n  lineare  Faktoren  zerlegt  werden. 

Übungen 

1.  Jedes  reelle  Polynom  in  einer  Veränderlichen,  dessen  Grad  höher 
ist  als  zwei,  ist  im  reellen  Bereich  reduzibel  und  kann  im  wesentlichen 
auf  eine  einzige  Weise  in  irreduzible  Faktoren  zerlegt  werden. 

2.  Der  entsprechende  Satz  ist  für  reelle  binäre  Formen  zu  beweisen. 

66.  Größter  gemeinsamer  Teiler  positiver  ganzer 
Zahlen.^)  Die  Aufgabe,  den  größten  gemeinsamen  Teiler  zweier 
positiven  ganzen  Zahlen  a  und  h  zu  finden,  steht  in  engster 
Beziehung  zu  dem  algebraischen  Problem  des  nächsten  Ab- 
schnittes. Wir  wollen  daher  die  von  Euklides  gegebene  Lösung 
(Euklidischer  Algorithmus)  eingehender  entwickeln. 

Erhält  man  bei  der  Division  von  a  durch  h"^)  den  Quo- 
tienten q^  und  den  Rest  r^,  so  kann  man  schreiben 

wo  r^  <  ?)  ist,  wenn  die  Division  genügend  weit  ausgeführt  ist. 
Dividiert  man  jetzt  h  durch  r^,  so  erhält  man  einen  Quo- 
tienten q^  und  einen  Rest  r^y  der,  wenn  die  Division  genügend 
weit  ausgeführt  wurde,  kleiner  ist  als  r^. 


1)  In  diesem  Abschnitt  gebrauchen  wir  das  Wort  Teiler  im  arith- 
metischen Sinne,  nicht  im  algebraischen  Sinne,  der  in  §  60  erklärt  wurde. 
Eine  ganze  Zahl  h  heißt  ein  Teiler  der  ganzen  Zahl  a,  wenn  eine  ganze 
Zahl  c  existiert,  so  daß  a  =  bc  ist. 

2)  Ist  a<^b,  so  ist  der  Quotient  gleich  Null  und  der  Rest  gleich  a. 
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So    erhalten    wir    scUießlich    das    folgende    System    von 
Gleichungen: 

(a      =^0^  +n  .      r^<b 

^1         =^2^2  +  ^3  ^3<^2 


(1) 


Q-1  Iq'q  ^     ^   'q 


Dabei  sind  die  Reste  r^^r^f  .  .  .  positive  ganze  Zahlen,  die 
beständig  abnehmen,  so  daß  schließlich  einmal  die  Division 
aufgehen  muß.  Aus  der  ersten  Gleichung  entnehmen  wir,  daß 
jeder  gemeinsame  Faktor  von  a  und  h  auch  ein  Teiler  von  r^ 
ist;  aus  der  zweiten  folgt  ebenso,  daß  jeder  gemeinsame  Teiler 
von  h  und  r^  ein  Teiler  von  ^2  ist,  usw.  Schließlich  folgt,  daß 
jeder  gemeinsame  Teiler  von  r  ^  ^^^  ^o-i  auch  Teiler  von  r 
ist.  Somit  ergibt  sich,  daß  jeder  geyneinsame  Teiler  von  a  und  h 
ein  Teiler  von  r^  ist. 

Andrerseits  sehen  wir  aus  der  letzten  Gleichung  (1),  daß 
jeder  Teiler  von  r  ein  Teiler  von  r  ^  ist;  aus  der  vorletzten 
folgt,  daß  jeder  gemeinsame  Teiler  von  r  und  r  j  auch  Teiler 
von  r  2  ist,  usw.  Schließlich  ergibt  sich,  daß  jeder  gemein- 
same Teiler  von  r^  und  r^  auch  Teiler  von  b  ist,  und  daß 
jeder  gemeinsame  Teiler  von  r^  und  h  ein  Teiler  von  a  ist. 
Somit  ist  jeder  Faldor  von  r  ein  gemeinsamer  Teiler  von  a 
und  h. 

Der  größte  Faktor  von  r  ist  nun  r  selbst.  Es 
folgt  also 

Satz  1.  In  dem  Euklidischen  Algorithmus  (1)  ist  r  der 
größte  gemeinsame  Teiler  von  a  und  h. 

Insbesondere  sind  a  und  b  dann  und  nur  dann  relativ 
prim,  wenn  r   =  1  ist. 

Jetzt  soll  aus  den  Gleichungen  (1)  eine  wichtige  Formel 
abgeleitet  werden,  die  r    durch  a,  b  und  die  q  ausdrückt. 
Die  erste  Gleichung  (1)  liefert: 
r,  =  a-q^b. 
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Setzt  man  diesen  Wert  in  die  zweite  Gleichung  (1)  ein, 
so  ergibt  sich: 

Aus  der  dritten  Gleichung  folgt  jetzt: 

^s  =  Öl ^2  +  l)ö^  -  feo^i^2  +  ^2  +  ^o)^- 
So  kann  man  sämtliche  r  und   schließlich  r     durch  a  und  h 
ausdrücken.     Um  die   allgemeine  Formel   in  üblicher  Bezeich- 
nungsweise darzustellen,  führen  wir  folgende  Symbole  ein: 

[]  =  1 
[ß  J  =  «, 

[«1?  (^2y  ^si  =  «iCtgß^s  +  «3  -f  «1 


(2) 


K»  •••««]==  K;  •  •  •  ^n-l](^n+  K^  •  •  •   f^n-2}' 

Dann  sieht  man,  daß  die  oben  für  r^,  r^y  r^  gefundenen 
Werte  in  der  Formel  enthalten  sind: 

(3)  ^*=  (-  l)*~'bi,g2;  •  •  •  ^k-i]<^  +  (-  l)*bo;  ^i;^2;  •  •  •  ^^-i]^- 
Diese  Gleichung  kann  für  alle  Werte  von  Ic  ^  q  aufgestellt 

werden,  sobald  man  aus  ihrer  Gültigkeit  für  k  ^  \  ihre  Richtig- 
keit für  Je  ==  ]c^-\-  1  erschließen  kann.  Das  folgt  aber  sofort, 
wenn  wir  für  rj^    und  Tj^  _^  in  der  Gleichung 

ihre  Werte  aus  (3)  einsetzen  und  den  so  gewonnenen  Ausdruck 
mit  Hilfe  der  Symbole  in  (2)  umformen. 

Somit  haben  wir  die  Formel  abgeleitet: 

(4)  r^==Äa  +  Bh, 
wobei 

Ä  =  (-  l>-^fc,g2;  •  •  •  ^^-1];     ^=  (-  l)^boWi;  •  •  •  ^,-i]- 
Da  die  q  ganze  Zahlen  sind,  so  sind  auch  die  Ä  und  B  ganze 
Zahlen. 

Die  wichtigste  Anwendung  der  Gleichung  (4)  bezieht  sich 
auf  den  Fall,  wo  a  und  h  relativ  prim  sind.  Dann  ist  r  =  1, 
und  die  Gleichimg  (4)  geht  über  in 

(5)  Äa  +  Bh=l. 
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Gibt  es  umgekehrt  zwei  ganze  Zahlen  Ä  und  JB,  die  der 
Gleichung  (5)  genügen,  so  sind  a  und  h  relativ  prim,  weil  die 
linke  Seite  von  Gleichung  (5)  andernfalls  einen  Teiler  haben 
müßte,  der  größer  als  1  wäre. 

Satz  2.  Zwei  ganze  Zahlen  a  und  h  sind  dann  und  nur 
dann  relativ  prim  zueinander,  wenn  es  zwei  ganze  Zahlen  A 
und  B  gibty  die  die  Gleichung  erfüllen: 

Aa^Bl  =  1. 
Übungen 

1.  Beweise  (Induktionsverfahren)  die  Richtigkeit  der  Formel: 

2.  Es  soll  gezeigt  werden,  daß  die  absoluten  Werte  von  A  und  B 
kleiner  als  ^h  bzw.  \a  sind. 

Zuerst  beweise  man,   daß  ,  ==  r    ' '  -^-^j ,   ^nd   daß  dieser  Bruch 

nicht  mehr  gekürzt  werden  kann. 

3.  Es  gibt  nur  ein  einziges  Paar  ganzer  Zahlen  A  und  J5,  die 
dem  absoluten  Betrag  nach  kleiner  sind  als  ^-6  bzw.  |a  und  die  Gleichung 
aA^hB  =  l  erfüllen. 

67.  Größter  gemeinsamer  Teiler  zweier  Polynome 
in  einer  Veränderlichen.  An  Stelle  der  ganzen  Zahlen  a 
und  h  des  letzten  Abschnitts  betrachten  wir  jetzt  die  beiden 
Polynome 

f(x)  =  a^x^  +  «,a;'^- 1  +  . . .  +  a„, 


'  (p{x)  =  &o^"^+  \x'''-^^ \-l, 

Unter  ihrem  größten  gemeinsamen  Teiler  versteht  man  den- 
jenigen ihrer  gemeinsamen  Teiler,  der  den  höchsten  Grad  be- 
sitzt. Es  wird  sich  zeigen,  daß  dieser  größte  gemeinsame 
Teiler  vollständig  bestimmt  ist,  bis  auf  einen  willkürlichen 
konstanten  Faktor,  der  nach  Belieben  hinzugesetzt  werden  kann. 
Ausgenommen  ist  nur  der  Fall,  wo  beide  Polynome  identisch 
verschwinden. 

Wir  setzen  voraus,  daß  weder  f  noch  (p  nur  aus  einer 
Konstanten  besteht,  und  daß  der  Grad  von  /*  mindestens  so 
groß  ist  als  der  von  (p,  daß  also  die  Ungleichungen  gelten: 

a^  +  O,         &0  +  0,         w^m>0. 
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Jetzt  sclilagen  wir  das  Verfahren  von  Euklides  ein,  genau 
wie  in  §  66.  So  erhalten  wir  das  folgende  System  von  Iden- 
titäten: 

f{x)^Q,{x)q>{x)  +  R,{x), 

<p{x)  =  Q^{x)  B^ix)  +  R,{x), 
R^(x)=Q,(x)B,(x)  +  R,ix), 


(2) 


Der  Gleichförmigkeit  halber  schreiben  wir  noch 

(p(x)  =  Bq(x). 

Dann  sind  Bq,  R^^  B^j  .  .  .  Polynome,  deren  Grad  beständig 
abnimmt.  Schließlich  muß  also  eins  von  ihnen  aus  einer  bloßen 
Konstanten  bestehen.  Dieses  Polynom  haben  wir  mit  -Ro+i 
bezeichnet. 

Jetzt  schließen  wir  wieder  genau  wie  in  §  6Q.  Jeder  ge- 
meinsame Teiler  von  f  und  cp  ist  auch  Teiler  sämtlicher  J?, 
und  umgekehrt  ist  jeder  gemeinsame  Teiler  zweier  aufeinander 
folgender  B  ein  Teiler  aller  vorangegangenen  B,  und  daher 
auch  von  f  und  cp. 

Haben  also  /'  und  q)  einen  gemeinsamen  Teiler,  der  sich 
nicht  auf  eine  Konstante  reduziert,  so  muß  dieser  gemeinsame 
Teiler  auch  ein  Teiler  der  Konstanten  B  _^_^  sein.  Daher  ist 
dann  notwendig  B  _^_^  =  0. 

Ist  umgekehrt  B  ^^  =  0^  so  ist  das  Polynom  B  (x)  selbst 
ein  gemeinsamer  Teiler  von  jR  und  jR  ^  und  daher  auch  von 
f  und  (p.     Es  gelten  also  die  beiden  Sätze: 

Satz  1.  Zwei  Polynome  f  und  (p  in  einer  Veränderlichen, 
von  denen  Jwins  sich  auf  eine  Konstante  reduzierty  sind  dann 
und  nur  dann  relativ  prim^  wenn  im  EuMidiscJien  Algorithmus 
(2)  die  Ungleichung  gilt:  B^^^O. 

Satz  2.  Ist  in  dem  Euldidischen  Algorithmus  (2)  das 
Polynom  B  _^^  =  0,  so  ist  B  der  größte  gemeinsa7ne  Teiler  von 
f  und  cp. 

Jetzt  sind  wir  in  der  Lage,  nicht  nur  für  zwei,  sondern 
für  eine  endliche  Anzahl  von  Polynomen  in  einer  Veränder- 
lichen   den    größten   gemeinsamen  Teiler    zu   berechnen.     Soll 
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zum  Beispiel  der  größte  gemeinsame  Teiler  der  Polynome 
f{x),  (p(oc),  if(x)  gesucht  werden,  so  berechnen  wir  zunächst 
den  größten  gemeinsamen  Teiler  E^  von  f  und  cp,  und  dann 
nach  demselben  Verfahren  den  größten  gemeinsamen  Teiler 
von  B Jx)  und  il^(x). 

Aus  den  Identitäten  (2)  können  die  Werte  der  Einzel- 
reste R  durch  f,  cp  und  die  Quotienten  Q  dargestellt  werden. 
Die  Formeln  entsprechen  genau  denen  in  §  66;  insbesondere  ist 

(3)     ij,+, = (-  mQx  (^). «.  w,  •  •  •  Q.i^m^) 

+  (-  1)^  +  ^  [ÖoW,  «iW,  ■  •  ■  Ö,(^)]9'(^)- 
Sind  f  und  (p  relativ  prim   zueinander,    so    dürfen   wir    durch 
i^^i  dividieren  (Satz  1): 
(4)  F{x)f{x)+9{x)rp{x)^l, 

wobei 


(5) 


Q,{x),Q,{x),...Q^{x)\. 


m^'^- 


.+1 

Die  Symbole  in  den  Gleichungen  (3)  bis  (5)  sind  die  in 
Gleichung  (2),  §  66  erklärten;  F  und  O  sind  also  Polynome 
in  X.  Damit  zwei  Polynome  f  und  (p  relativ  prim  sind,  muß 
es  also  zwei  solche  Polynome  F  und  ^  geben,  die  die  Iden- 
tität (4)  befriedigen.  Das  Vorhandensein  dieser  Polynome  F 
und  ^  ist  aber  auch  hinreichend,  denn  aus  (4)  folgt,  daß  jeder 
gemeinsame  Faktor  von  f  und  (p  ein  Faktor  von  1  sein  muß, 
d.  i.  konstant  ist.     Somit  gilt  der  Satz^): 

Satz  3.  Die  Polynome  f(x)  und  cpix)  sind  dann  und  nur 
dann  relativ  prim  meinander,  wenn  es  zwei  weitere  Folynorne 
F{x)  und  Q{x)  gibt,  die  der  Identität  genügen: 

Fix)  •  fix)  +  Oix)  ■(pix)  =  l. 
Dieser  Satz  kann  noch  ergänzt  werden  durch  eine  Be- 
merkung über  den  Grad  von  F  und  ^.  Dazu  beachten  wir 
zunächst,  daß,  wenn  a^,  .  .  .  a^  Polynome  vom  Grade  \,  -  .  .\ 
sind,  der  in  §  66  erklärte  Ausdruck  [c^i,  .  •  .  o:„]  höchstens  vom 
Grade  ^i  +  •  •  •  +  ^„  ist.    Ist  jetzt  m.  der  Grad  von  B^ix),  und 

1)  Der  Beweis  gilt  nicht  für  den  Fall,  wo  f  oder  qp  eine  Konstante 
ist.    Die  Riclitigkeit  des  Satzes  3  leuchtet  dann  aber  ohne  weiteres  ein. 

Bö  eher,  höhere  Algebra  14 
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wie  oben,  n  und  m  der  Grad  von  f  bzw.  cp,  so  sind  (Glei- 
chungen 2)  die  Gradzablen  von  Q^,  Q^,  Q^,  -  -  der  Reibe  nach 
n  —  nij  m  —  Mj^j  m^  —  m^y .  .  .  Nach  (5)  sind  daber  die  Grad- 
zablen  von  F  bzw.   ^  nicht  größer  als 

{m  —  mj  -\-{m^  —  m^)-\ [-  {m^_^  ~m^)  =  m  —  m^, 

(n  —  m)  -]-  (m  —  m^)  +  (m^  —  ^2)  H \-  (w^     1  —  m  )  =  n—m. 

Da  nun  m   >  0,   so  ist  der  Grad  von  F  niedriger  als  m 
und  der  von  0  niedriger  als  n. 

Jetzt   wollen   wir    umgekehrt   zeigen,   daß,    wenn  F^   ein 
Polynom  ist,  dessen  Grad  kleiner  ist  als  m,  und  O^  ein  Polynom, 
dessen  Grad  kleiner  ist  als  n,  und  wenn  zwischen   ihnen  die 
Identität  besteht 
(6)  F,{x)f{x)+0,{x)<pix)  =  l, 


daß  dann 

F,{x)^F(x),        0,{x)^0ix). 
Durch    Subtraktion    erhalten    wir    aus    (4)    und   (6)    die 
Identität 

Wenn  wir  die  Ausdrücke  auf  beiden  Seiten  dieser  Iden- 
tität in  Linearfaktoren  zerlegen,  sehen  wir,  da  f  und  (p  relativ 
prim  sind,  daß  /'  ein  Teiler  von  0^—  O  und  ebenso  cp  ein 
Teiler  von  F  —  F^  sein  muß.  Das  ist  aber  nur  möglich,  wenn 
0^—0  und  F  —  F^  identisch  verschwinden,  weil  die  Grad- 
zahlen dieser  Polynome  sonst  kleiner  wie  n  bzw.  m  wären. 

Satz  4.  Sind  die  Polynome  fix)  und  (p(x),  von  denen  keins 
nur  aus  einer  Konstanten  hesteht,  relativ  prim  zueinander,  so  gibt 
es  stets  ein  einziges  Paar  F(x)  und  0(x)  von  Polynomen^  deren 
Grad  niedriger  ist,  als  der  von  cp  hzw.  f,  und  die  die  Identität  (4) 
erfüllen. 

Bevor  wir  zu  allgemeineren  Anwendungen  der  soeben  ent- 
wickelten Gedanken  übergehen,  raten  wir  dem  Leser,  sich  mit 
dem  bisher  Vorgetragenen  hinreichend  vertraut  zu  machen  und 
etwa  den  besonderen  Fall  zweier  Polynome  2*®"  Grades 

f{x)  =  a^x^  -{■  a^x-{-  a^  »o  +  ^^ 

fp{x)  =  \x^-\-  h^x  +  h,  &0  +  O 

durchzurechnen.   Soll  die  Bedingung  dafür,  daß  diese  Polynome 
relativ  prim  zueinander  sind,  durch  das  Euklidische  Verfahren 
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gefunden  werden,  so  wird  es  sich  als  notwendig  herausstellen, 
die  beiden  Fälle  a^h^  —  a^hQ=^0  und  a^b^  —  a^bQ  =  0  getrennt 
zu  behandeln.  Vergleicht  man  die  erhaltenen  Resultate,  so 
ergibt  sich,  daß  die  gesuchte  Bedingung  beidemale  durch  die 
Ungleichheit  dargestellt  werden  kann: 

(a^b^  —  a^b^y  +  K&o  -  a^  (a^b^  -  «2^1)  =H  0. 

Eleganter  und  schneller  erhält  man  diese  Bedingung,  wenn  man 
nach  den  beiden  Polynomen 

^{x)  =  q^x  +  q^ 

fragt,  die  die  Identität  (4)  erfüllen.  Dies  letzte  Verfahren  soll 
im  nächsten  Abschnitt  ganz  allgemein  angewandt  werden. 

68.  Resultante  zweier  Polynome  in  einer  Ver- 
änderlichen.   Die  Bedingung  dafür,  daß  die  beiden  Polynome 

f{x)  ~  a^x""  +  «la;"-^  H h  a„_i^  +  ««     «0  +  0,  ?^  >  0, 

^{x)  ^  &o^"+  &i^— ^+  .  •  •  +  b^_^x  +  b^     &0  +  0,  m>  0 

relativ  prim  zueinander  sind,  besteht  nach  Satz  4,  §  67  darin, 
daß  es  Konstante  pQ,p^,  .  .  .,  p„^_^,  g^,  q^,  .  .  .  q^_^  geben  muß, 
so  daß  die  Identität  gilt: 

Durch  Vergleichung  der  Koeffizienten  gleich  hoher  Po- 
tenzen von  X  findet  man  folgendes  System  von  Relationen, 
welches  der  letzten  Identität  gleichkommt: 


«oPo 

Qi 

=  0 

=0 

n-iqi  +  --  +  \Qm 
f,     .1 

+  h^ 

?7W+1 

-0 

=  0 

^1  T- 

'^n-m+iPm-l 

+  Kqn-m+- 
+  Kqn-m 

+!+• 

-.=0 
-1  =  0 

«,J>m-l 

.    14* 

+Ka„. 

..  =  1. 
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Wir  haben  dabei,  um  eine  bestimmte  Vorstellung  zu  haben, 
angenommen,  daß  n^m  sei,  obwohl  diese  Annahme  an  sich 
unwesentlich  ist. 

Es  liegt  hier  ein  System  von  m  -[-  n  linearen  Glei- 
chungen in  den  m  -\-  n  Unbekannten  Po,  .  .  .,  i)^_i,  3o?  •  •  •  Q.v~i 
vor,  dessen  Determinante  nach  Yertauschung  der  Reihen 
und  Kolonnen  und  einer  Umstellung  der  Reihen  die  Gestalt 
annimmt : 

a    0       ....  Ol 


R 


0     a. 


a„  0 


0 


.  0  «0 


0  K 


0  K 


h 


h„.  0 


0 


Sie  hat  (m  -\-  n)  Reihen  und  ebensoviel  Kolonnen. 

Ist  J?  4=  0,  so  hat  das  Gleichungssystem  (1)  stets  eine 
einzige  Lösung,  und  f  und  (p  sind  relativ  prim  zueinander.  Ist 
2^  =  0,  so  scheinen  auf  den  ersten  Blick  zwei  FäUe  möglich 
zu  sein  (vgl.  §  16),  daß  nämlich  überhaupt  keine  Lösungen  oder 
unzählig  viele  vorhanden  sind.  Die  letzte  Möglichkeit  kann 
aber  nicht  eintreten,  da  (Satz  4,  §  67)  höchstens  ein  Paar  von 
Polynomen  existiert,  die  die  Gleichung  (4)  §  67  erfüllen,  und 
deren  Grad  die  Zahl  m  —  1  bzw.  n  —  1  nicht  übersteigt. 
Ist  also  B  =  Oy  so  hat  das  Gleichungssystem  keine  Lösung, 
und  daraus  folgt,  daß  f  und  9?  einen  gemeinsamen  Faktor 
besitzen. 

R  heißt  die  Resultante  von  f  und  cp.^) 

Der  Begriff  der  Resultante  ist  also  unter  der  Voraus- 
setzung erklärt,  daß  f  und  cp  beide  mindestens  vom  ersten  Grade 


1)  Die  Resultante  von  qp  und  f  kann  entgegengesetzt  zur  Resultante 
von  f  und  qp  sein;  ein  Umstand,  der  in  den  meisten  Fällen  weiter  keine 
Bedeutung  hat. 
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sind.  Es  ist  aber  wünschenswert,  die  Definition  auf  den  Fall 
auszudehnen,  wo  eins  oder  beide  Polynome  sich  auf  eine  Kon- 
stante reduzieren.  Abgesehen  von  dem  Falle,  wo  m  =  n  =  0 
ist,  soll  dann  als  Resultante  ebenfalls  die  Determinante  B  er- 
klärt werden.     Für  m  =  0,  >^  >  0  ist  also: 

n    (n-l) 


<:'•••"") =(-1)  '  k 


Ist  &0  4=  Ö,  so  ist  i^=|=0;  /"und  (p  sind  relativ  prim,  da  die 
Konstante  q)  eben  nur  konstante  Faktoren  enthalten  kann.  Ist 
indessen  h^  =  0,  so  ist  jR  =  0  und  jeder  Faktor  von  f  ist  Faktor 
von  cpy  da  qp  jetzt  identisch  verschwindet. 

Ebenso  ist  für  >2  =  0,  m  >  0  die  Resultante 

K    i )  = ''»'"; 

Wo  1 • • • ^m^ 

/'  und  g)  sind  dann  und  nur  dann  relativ  prim,  wenn  B  =^  0. 

Ist   schließlich    n  =  m  =  0,   so    erklären   wir   das  Symbol 

jRuM,  welches  noch  Resultante    genaimt   werden  soU,    durch 

eine  der  folgenden  Gleichungen: 

■p{%\  _  (1      wenn  a^  und  fe^  nicht  beide  NuU  sind, 
V^o  '        lO      wenn  a^  =  Iq  =  0  ist. 

Jetzt  können  wir  mit  völliger  Allgemeinheit  den  Satz  aus- 
sprechen: 

Satz.  Zwei  Polynome  in  einer  Veränderlichen  sind  dann 
und  nur  dann  relativ  prim,  wenn  ihre  Besultante  von  Null  ver- 
schieden ist. 

Wie  man  zum  Begriff  der  Resultante  auf  anderem  Wege 
gelangen  kann,  vgl.  Übung  4,  §  76. 

69.  Größter  gemeiusamer  Teiler  in  Determiuauteu- 
form.  Erklärung.  Unter  der  i*^'"  Subresultante  B.  zweier 
Polynome  in  einer  Veränderlichen  versteht  man  die  Determinante, 
die  man  erhält,  wenn  man  aus  der  Besidtante  dieser  Polynome 
die  ersten  i  und  die  letzten  i  Beihen  und  auch  die  ersten  i  und 
letzten  i  Kolonnen  ausstreicht 

Sind  die  beiden  Polynome  vom  5*®"  bzw.  S*^''  Grade,  so  ist 
die  Resultante  B  eine  achtreihige  Determinante;  B^  ist  dann 
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sechsreihig,    R^  vierreihig,    B^  zweireihig,    wie  man   aus  dem 
nachstellenden  Schema  erkennt: 


B  = 


0 
0 
0 

a. 

a. 

a. 

H 

«5 

0 

0 
0 

0 

0 

a, 

a. 

a. 

«4 

«5 

0 

«1 

a. 

«3 

0 

\ 

R,= 

R,== 

i^3  = 

0 
0 
0 

^^0 

0 
0 

^0 

0 

^0 

h 

0 
0 

0 
0 
0 
0 

h 

h 

h 

h 

\ 

0 

^1 

h 

h 

0 

0 

0 

Wir  stellen  jetzt  einige  Sätze  auf,  deren  Beweis  dem  Leser 
überlassen  bleibe. 

Hilfssatz.  Die  Resultante  der  beiden  Polynome  fi(x)  und 
(Pi(x)  und  ihre  aufeinanderfolgenden  Subresultanten  sind  der 
Reihe  nach  gleich  den  aufeinanderfolgenden  Subresultanten  der 
beiden  Polynome 

fix)  =  {x-a)  /;  ix) ,  q)(x)~{x-  a)  (p,  (x)  . 

Satz  1.  Der  Grad  des  größten  gemeinsamen  Teilers  von 
f{x)  und  (p{x)  ist  gleich  dem  Index  der  ersten  nicht  verschwin- 
denden Subresultante  in  der  Reihe  Rq  =  R,  R^yR^j  .  .  . 

Satz  2.  Ist  der  Grad  des  größten  gemeinsamen  Teilers  der 
beiden  Polynome  f(x)  und  (p(x)  gleich  i,  so  kann  der  größte  ge- 
meinsame Teiler  aus  der  i*^"  Subresultante  von  f  und  (p  durch 
folgendes  Verfahren  erhaltest  werden:  Das  letzte  Element  in  der 
letzten  aus  Koeffizienten  von  f  gehildeteyi  Reihe  ersetzt  man  durch 
fix),  das  unmittelbar  darüberstehende  Element  durch  X'fix)j 
das  darüberstehende  durch  x^fix)  usw.  Ebenso  hat  man  das 
letzte  Element   in  der  ersten  von  Koeffizienten  von  (p  gebildeten 
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Beihe    zu    ersetzen   durch   cp(x)j   das   darunterstehende  Element 
durch  X(p(x)  usw. 

Sind   z.  B.  f  und  cp  vom  Grade  5  bzw.  3,   und  ist  i  =  1, 
so  kann  der  größte  gemeinsame  Teiler  geschrieben  werden: 


«0 

a. 

a^_ 

a. 

a^ 

xf(x) 

0 

% 

a. 

»2 

a. 

m 

0 

0 

0 

^0 

h 

(p{x) 

0 

0 

h 

\ 

h 

x(p{x) 

0 

^0 

h 

h 

h 

x'(p{x) 

h 

\ 

h 

h 

0 

x^(p{x) 

70.  G-emeinsame  Wurzeln  von  Gleichungen.  Eli- 
mination.    Wir  betrachten  die  Gleichungen 

f(x)  =  a^x-  +  a,x—^  +  .  .  .  +  a„  =  0  a^^O, 

(p{x)  =  h.x"'  +  h,x^-'+  .  .  .  +  &^  =  0  h^O, 

deren  Wurzeln  a^,  a^^ .  .  .  a^  bzw.  ßu  ß^,  •  •  -  ß^  ^^^^  mögen, 
und  setzen  voraus,  daß  f{x)  und  (p{x)  in  ihre  Linearfaktoren 
zerlegt  sind: 

f{x)  =  a^{x  —  «i) (x-a^)...  {x  —  aj , 
^{x)  =  \{x  -  ft)  {x-ß;)...(x-  ßj. 

Da  diese  Zerlegung  nach  Satz  1 ,  §  65  nur  auf  eine  einzige 
Art  möglich  ist,  so  besitzen  die  beiden  Gleichungen  f{x)  =  0 
und  (p(x)  =  0  dann  und  nur  dann  gemeinsame  Wurzeln,  wenn 
die  Polynome  f(x)  und  cp{x)  einen  gemeinsamen  nicht  kon- 
stanten Teiler  besitzen,  das  heißt  also,  dann  und  nur  dann, 
wenn  die  Resultante  R  von  f  und  cp  verschwindet. 

Die  Aufgabe,  aus  zwei  Gleichungen  f{x)  =  0  und  <p(x)  =  0 
die  Veränderliche  x  zu  eliminieren,  wird  oft  in  der  elemen- 
taren Algebra  so  aufgefaßt:  Eine  Beziehung  zwischen  den 
Koeffizienten  von  f  und  q)  zu  finden,  die  gültig  ist,  wenn  beide 
Gleichungen  erfüllt  sind.  Mit  anderen  Worten:  Es  soll  eine 
notwendige  Bedingung  dafür  gefunden  werden,  daß  die  beiden 
Gleichungen  eine  gemeinsame  Wurzel  besitzen.  Wir  brauchen 
aber  für  die  meisten  Zwecke  mehr,  nämlich  eine  Bedingung, 
die  nicht  nur  notwendig,  sondern  auch  atisreichend  ist.  Diese 
Bedingung   ist   eben   das  Verschwinden   der   Resultante.     Wir 
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wollen  indessen  an  die  Frage   noch  von   einem  etwas  anderen 
Gesichtspunkt  aus  herantreten. 

Wir  können  in  den  Gleichungen 

(1)  üqX^  -\-  aj^x^  +  a^x^  -f  a^x^  +  a^x  +  »5  =  0       0^0  +  ^? 

(2)  \x^  +  \x^  j^h^x^\^0  &o  +  0 
die  verschiedenen  Potenzen  von  x  als  ebensoviele  Unbekannte 
betrachten,  so  daß  wir  dann  zwei  nicht -homogene  lineare  Glei- 
chungen in  den  fünf  Unbekannten  x,  x^,  x^,  x^,  x^  haben.  Mul- 
tiplizieren wir  jedoch  (1)  mit  x,  und  dann  mit  x'^y  ebenso  (2) 
der  Reihe  nach  mit  x,  x^,  x^,  a^y  so  haben  wir  das  folgende 
System  von  8  nicht-homogenen  linearen  Gleichungen  in  7  Un- 
bekannten: 

%x'^  +  «i^r^  -f  a^x^  +  a^x'^  +  a^x^  -^  a^^x^  =0 

a^x^  -^  a^x^  -\-  a^x^  -\-  a^x^  +  a^^x^  -\-  a^^x  =0 

üqX^  -\-  a^x^  +  a^x^  +  a^x^  +  a^x  +  «5  =  0 

hfyX^  +  hj^x^  +  \x  +  &3  =  0 

\a^  +  \x^  +  \x^  -\-\x  =0 

\x^  +  \x^  +  \x^  +  h^x^  =  0 

\x'^  +  \x^  +  h^x^  +  \a^  =  0. 

Jeder  Wert  von  x,  der  gleichzeitig  die  beiden  ersten  Glei- 
chungen befriedigt,  erfüUt  auch  die  eben  aufgeführten  acht. 
Diese  Gleichungen  sind  also  miteinander  verträglich;  daher  ist 
nach  Satz  1,  §  16: 


0 


0. 


Somit  ist  das  Verschwinden  dieser  Determinante  eine  not- 
wendige Bedingung  dafür,  daß  die  Gleichungen  (1)  und  (2) 
eine  gemeinsame  Wurzel  besitzen. 
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Der  soeben  angewandte  Kunstgriff  ist  unter  dem  Namen 
dialytische  Eliminationsmethode  von  Sylvester  bekannt.^) 

Die  soeben  erhaltene  Determinante  ist  genau  gleich  der 
Resultante  B,  von  (1)  und  (2);  Sylvesters  Verfahren  führt  also 
auf  dieselbe  Bedingung  dafür ^  daß  zwei  Gleichungen  eine  ge- 
meinsame Wurzel  besitzen^  beweist  aber  nur,  daß  die  Bedingung 
notwendig,  nicht  daß  sie  auch  ausreichend  ist. 

Die  Anzahl  der  zwei  Gleichungen  f(x)  =  0  und  q){x)  =  0 
gemeinsamen  Wurzeln,  sowie  eine  Gleichung  zur  Berechnung 
der  gemeinsamen  Wurzeln  ergeben  sich  ohne  weiteres  aus  §  69. 

71.  Die  Fälle  «o  =  0  und  bo  =  O.  Nach  unserer  Er- 
klärung ist  die  Determinante  BL^'"  '  "j  die  Resultante  der 
beiden  Polynome 

f(x)  =  a^x""  +  a^x''-^  4- [- a^, 

cp(x)  =  h,x^  -^h,x"^-'+'"  +  h^ 
nur  dann,    wenn  f  und   q?   genau  vom   n^^"^   bzw.  m*®^  Grade 
sind,  d.  i.  nur  wenn  a^  =4=  ö,   &o  =i=  0.     So  ist  z.  B.  die  Resul- 
tante der  Polynome 

f{x)  =  a,x--^  +  a,x—'  +  .  .  .  +  a^ 
(p(x)  =  \x^      +  6^:^—1  +..•  +  &^ 

nicht  die  (m  +  w)-reihige  Determinante  ^U '^^' " ' "  f"),  sondern, 

Wo?        •  •  •  ^m/ 

falls  «1  H=  0,  hQ=j=  0  ist,  die  (m  -\-  n  —  l)-reihige  Determinante 

-R(/'""\^),  oder  wenn  a^   oder   &o  verschwindet,  eine  Deter- 

min  ante  von  noch  geringerer  Reihenzahl.  ^) 

Mit    R     wollen    wir     die     (m  +  n)-reihige    Determinante 

'^ih'  hl  ^®2®ichnen  und  mit  r  die  Resultante  von  f  und  cp. 
Im  Falle  a^  =  0,  a^  =1=  0,  &o  4=  0  ist  dann,  da  in  der  ersten 
Kolonne  von  R  alle  Elemente  außer  dem  letzten  verschwinden, 

E^(-lY+—^b^r. 

1)  Der  Einfachheit  halber  haben  wir  nur  den  besonderen  Fall 
n  =  5 ,  m  =  3  dargestellt.    Das  Verfahren  ist  aber  ganz  allgemein  gültig. 

2)  Man  bilde  etwa  die  Resultante  der  beiden  Polynome  f{x) 
:^{a-{-ß)x^-\-x  —  ß  und  (p{x)  =  ax -\- 1.  Für  a-f /3=|=0  und  a  =f  0 
ist  sie  gleich  {cc^—i)ß,  Ist  aber  «  =  — jS^^o,  so  ist  die  Resultante 
gleich  1  —  a*. 
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Ebenso  läßt  sich  zeigen,  daß  wenn  &o  +  ^  ^^^  ^^r  Grad 
von  f  gleich  n  —  i  ist,  die  Gleichung  gilt: 

^  =  +  V>- 
Ist  «0  =1=  ö  und  m  —  i  der  Grad  von  g?,  so  ist 

B  =  a^r. 
Ausgenommen  den  Fall  »q  =  &q  =  0,  unterscheidet  sich  R  also 
von  r  nur  um  einen  nicht  verschwindenden  Faktor. 

Satz.     Obwohl  die  Determinante  Ri^^'"'^'']  die  BesuUante 

von  f  und  cp  nur  ist,  wenn  «o  +  ^  ^^'^  ^o  4=  0  (oder  wenn  m  =  0 
oder  n  =  0  ist),  so  bildet  ihr  Verschwinden  doch  die  notwendige 
und  hinreichende  Bedingung  dafür,  daß  f  und  cp  einen  gemein- 
samen nicht  konstanten  Teiler  besitzen,  auch  in  dem  Falle,  wo 
«0  =  0  oder  b^^  0  ist,  wenn  nur  a^  und  6q  Glicht  gleichseitig 
verschwinden. 

Diese  letzte  Beschränkung  kann  offenbar  nicht  aufgehoben 
werden.  Denn  für  a^^  0,  b^  =  0  verschwindet  jedes  Element 
der  ersten  Kolonne  von  JR;  somit  verschwindet  B  dann,  ob  f 
und  (f  einen  gemeinsamen  Faktor  besitzen  oder  nicht.^)  Wollen 
wir  keine  Ausnahme  machen,  so  läßt  sich  nur  noch  sagen,  daß 


1)  Treten  wir  an  die  Frage  vom  Standpunkt  der  Theorie  der  ge- 
meinsamen Wurzeln  zweier  Gleichungen  heran  (§  70),  so  kann  man  die 
letzte  Ausnahme  durch  Einführung  des  Begriffs  unendlich  großer  Wurzeln 
vermeiden.     Eine  Gleichung 

besitzt  71  getrennte  oder  zusammenfallende  Wurzeln,  solange  «^  =|=  0  ist. 
Nähert  sich  a^  dem  Werte  Null,  so  werden  eine  oder  mehrere  dieser 
Wurzeln  ihrem  absoluten  Werte  nach  größer  und  größer,  wie  man  ver- 
mittels der  Transformation  x'  =  —  einsieht.    Daher  ist  es  vernünftig,  im 

X 

Falle  üq  =  0  von  unendlich  großen  Wurzeln  zu  reden.  Dann  kann  man 
zwei  Gleichungen,  von  denen  jede  eine  unendlich  große  Wurzel  besitzt, 
als  solche  mit  einer  gemeinsamen  Wurzel  ansehen  und  den  Satz  aus- 
sprechen: Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  daß  die 
Gleichungen 

«o^+«i^"~^H h««==0  w>0, 

eine  gemeinsame  Wurzel  besitzen,  ist  in  allen  Fällen  das  Verschwinden 
der  Determinante  i2(,*^' '  *  *    "  ) . 
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das  Verschwinden  von  jR  in  allen  FäUen  eine  notwendige  Be- 
dingung dafür  ist,  daß  /*  und  9  einen  gemeinsamen  Teiler 
besitzen. 

72.  Resultante  zweier  binärer  Formen.  Neben  den 
beiden  binären  Formen 

(p (x, ,  x^)  =  \x^^  +  \  xl^ - ^^2  +  ;  •  •  +  K^x^      (m  ^  1) 

betrachten  wir  auch  die  inhomogenen  Polynome 

F{x)  =  «0^^  +  a^x""-^  4-  •  •  •  +  ö^„ , 
^{x)  =  \x'''-\-  6iÄ-"»-iH h  h,^. 

Die  Determinante 

ist  die  Resultante  von  F  und  0  nur,  wenn  weder  a^  noch  60 
verschwindet.  Trotzdem  soll  sie  in  allen  FäUen  die  Resultante 
der  beiden  binären  Formen  f  und  9  genannt  werden. 

Satz.  Eine  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür^ 
daß  zwei  binäre  Formen  einen  gemeinsamen  Teiler  besitzen,  der 
nicht  bloß  eine  Konstante  ist,  besteht  im  Verschwinden  ihrer  JRe- 
sultante. 

Sind  a^  und  b^  beide  von  NuU  verschieden,  so  korrespon- 
dieren den  Formen  f,  (p  die  Polynome  F,  0  (§  62).  Nach 
Satz  2,  §  62  werden  also  /"und  cp  dann  und  nur  dann  einen  sich 
nicht  auf  eine  Konstante  reduzierenden  gemeinsamen  Teiler 
besitzen,  wenn  ihre  Resultante  verschwindet. 

Für  «Q  =  &Q  ==  0  verschwindet  die  Resultante;  die  Formen 
haben  den  Faktor  X2  gemeinsam. 

Eine  ähnliche  Bemerkung  gilt  für  die  Fälle,  wo  entweder 
alle  a  oder  alle  b  verschwinden. 

Zu  betrachten  sind  nur  noch  die  beiden  Fälle 

(1)  ao4=0;     60=  5i  =  •••  =  ?>,  =  0,     ?>,  +  ,  4=0  gc<m), 

(2)  60+ 0;     a,=  ai=...=  a,=  0,     a,^,=^0  (Ä;<w). 
Im  Falle  (1)  ist  F  zn  f  korrespondierend,  und  wenn  wir 

(p(x^,  oc^)  =  x^-^^cp^ix^,  x^) 
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setzen,  korrespondiert  0  dem  cp^.  Nach  §  71  ist  in  diesem 
Falle  i^  =)=  0  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  da- 
für, daß  F  und  0  relativ  prim  zueinander  sind.  Nach  Satz  2, 
§  62  ist  also  JR  ^  0  auch  die  notwendige  und  hinreichende 
Bedingung  dafür,  daß  f  und  (p^  relativ  prim  sind.  Nun  ist 
aber  X2  kein  Faktor  von  /";  daher  sind  f  und  (p  dann  und  nur 
dann  zueinander  relativ  prim,  wenn  es  /'  und  cp^  sind.  Damit 
ist  der  Satz  für  den  Fall  (1)  bewiesen;  im  Falle  (2)  verfährt 
man  analog. 
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Teiler  von  Polynomen  in  zwei  oder  mehreren 
Veränderlichen 

73.    Teiler,  die  nur  eine  Veränderliche  enthalten. 

Im  letzten  Kapitel  sahen  wir,  daß  Polynome  in  einer  Veränder- 
lichen stets  reduzibel  sind,  sobald  ihr  Grad  höher  als  Ein«  ist. 
Polynome  in  zwei  oder  mehr  Veränderlichen  sind  dagegen,  wie 
wir  bereits  bei  den  quadratischen  Formen  sahen,  im  allgemeinen 
nicht  reduzibel. 

Das  Polynom  ({x^  y)  sei  nach  fallenden  Potenzen  von  x 
geordnet  : 

f{x,y)  =  a,{y)x-  +  a,(y)x--'-{-  •  •  •  +  a^.,{y)x  +  a^{y), 
wo  die  a  Polynome  in  y  allein  bedeuten.    Dann  gilt  der  Satz: 

Satz  1.  Eine  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  da- 
für, daß  fix,  y)  einen  FaUor  i{j{y)  besitzt,  der  nur  von  y  allein 
abhängt,  besteht  darin,  daß  ip{y)  ein  Teiler  sämtlicher  a  ist. 

Daß  die  Bedingung  hinreichend  ist,  sieht  man  sofort.  Zu 
beweisen  ist  also  noch,  daß  sie  auch  notwendig  ist.  Wir 
setzen  also  voraus,  1^(2/)  sei  ein  Faktor  von  f(x,  y).    Dann  ist 

(1)       a,{y)x''  +■■■  +  a,{y)  =  ^|>{y){h,{y)c^  +•■■  +  6„(j/)], 

wo  die  b  Polynome  in  y  allein  bedeuten.  Setzen  wir  für  y 
irgend  einen  speziellen  Wert,  so  wird  (1)  eine  Identität  in  x, 
und  es  bestehen  daher  die  folgenden  Gleichungen: 

(^i{y)  -  ^{y)\{y) 


■K{y)-^{y)K(y)' 

Da  sie  für  jeden  Wert  von  y  gelten,  sind  sie  Identitäten, 
und  1^(1/)  ist  ein  Teiler  sämtlicher  a. 

Satz  2.  Bas  irredusible  Polynom  ip{y)^)  in  y  allein,  tvel- 
ches  ein  Teiler  des  Produhtes  f  •  cp  ziveier  Polynome  fix,  y)  und 

1)  D.  i.  ein  lineares  Polynom. 


222  Kapitel  XVI 


(p(Xy  y)  in  X  und  y  ist^  ist  entweder  ein  Teiler  von  f(Xjy)  oder 
von  (p  {Xy  y). 

Das  Produkt  der  beiden  Polynome 

f(x,  y)  =  a,(y)x-  +  a,(y)x--'  +  •  •  •  -f  a^^ 

9>(^,  y)  ^  ?>o(2/)^"  +  \ {y)x^-'-\-  •  •  •  +  Kiv) 

ist 

f(x,  y)(p{x,  y)  ^  a,-b^x-^^-+  {a,\  +  a,\)x-^-^-^ 

Um  zu  beweisen^  daß  ip  ein  Faktor  entweder  von  f  oder 
von  (p  ist,  haben  wir  zu  zeigen,  daß  es  ein  Teiler  aller  a  oder 
aller  h  ist.  Wäre  das  nicbt  der  Fall,  so  könnten  wir  in  der 
Reihe  der  a  ein  erstes,  etwa  a^  finden,  welches  den  Faktor 
i/;(i/)  nicht  besäße.  Das  erste  &,  welches  tl)  nicht  als  Faktor 
enthält,  heiße  h^.  Wir  haben  also  zu  zeigen,  daß  die  Annahme, 
«Q,  .  .  .,  a^._^,  &o,  .  .  .  6^._^  wäre  durch  ^  teilbar,  a.  und  h^  aber 
nicht,  auf  einen  Widerspruch  führt.  Dazu  betrachten  wir  im 
Produkt  f-(p  den  Koeffizienten  von  a^^«-^) +("»-•'): 

wobei  die  a  und  6,  deren  Indizes  n  bzw.  m  übersteigen,  iden- 
tisch Null  sind.  Da  fq)  nach  Voraussetzung  durch  il^  teilbar 
ist,  so  muß  nach  Satz  1  der  zuletzt  hingeschriebene  Ausdruck 
durch  xl)  teilbar  sein.  Da  alle  Glieder  vor  afi^,  ebenso  alle 
dahinter  den  Faktor  i/;  enthalten,  so  muß  unter  den  linearen 
Faktoren  des  Polynoms  afi^  sich  i/;  vorfinden.  Nach  Satz  1, 
§  65  kann  nun  afii  in  lineare  Faktoren  im  wesentlichen  nur 
auf  eine  Weise  zerlegt  werden.  Man  kann  die  Zerlegung  daher 
mit  a^  und  &  einzeln  vornehmen.  Unter  den  linearen  Faktoren 
von  a^  kommt  aber  il)  nicht  vor,  ebenso  nicht  unter  den  linea- 
ren Faktoren  von  h^  Da  es  aber  unter  den  linearen  Faktoren 
von  a^hj  vorkommt,  so  sind  wir  auf  einen  Widerspruch 
geführt. 

Zusatz.  Ist  das  Polynom  ^^(y)  in  y  allein  ein  Teiler  des 
Produktes  der  Polynome  f(x,y)  und  (p{Xyy),  aber  relativ  prim 
zu  (p,  so  ist  es  ein  Teiler  von  f. 

Wenn  ^  irreduzibel  ist,  so  sagt  dieser  Zusatz  nichts  weiter 
aus  als  Satz  2.  Im  anderen  FaUe  woUen  wir  ^  in  seine  linea- 
ren Faktoren  zerlegen: 

^{y)^My)"^2{y)'--^'k(y)' 
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Die  Tatsache,  daß  i/;  ein  Faktor  von  f  -  (p  ist,  wird  durch 
die  Identität  ausgedrückt: 

(2)  fix,  y)(p{x,  y)  =  tfj, {y)rl^M  '  ' '  Mv) ^(^.  V)  - 

Es  ist  also  ^1(2/)  ein  Teiler  von  f(p  und  nach  Satz  2 
daher  ein  Teiler  entweder  von  f  oder  von  qp.  Ein  Faktor 
von  qp  kann  es  aber  nicht  sein,  da  ip  und  (p  relativ  prim  sind. 
Also  ist  es  ein  Teiler  von  f: 

f{x,y)  =  xl^,{y)f^(x,y). 

Setzen  wir  dies  in  (2)  ein,  so  dürfen  wir  1/^^,  da  es  nicht  iden- 
tisch verschwindet,  auf  beiden  Seiten  abspalten  und  erhalten  so : 

(3)  fiioc,  y)(p{x,  y)  =  1^2 (2/)  •  •  •  A{y)(^{^y  V)  • 

Jetzt  schließen  wir  weiter:  Da  ^^j  ein  Faktor  von  f^(p 
ist,  so  muß  es  ein  Faktor  von  f^  sein: 

fMy)  =  tl}^{y)'f^{x,y). 

Dies  setzen  wir  in  (3)  ein  und  spalten  ^2  ^^-  -^^^  diese 
Weise  erhalten  wir  schließlich 

f{x,  y)  ~  i^^{y)t2(y) '  ■ '  ^Mfki^y  y)  =  ^(!/)/ife  y)y 

und  damit  ist  der  Zusatz  bewiesen. 

Übung 

Die  beiden  Systeme  von  Polynomen 

A(2/),     Qx{x,y),     B,{x,y) 

PAy)i    Qii^^y),   -^2(^1 2/) 

ßind  einander  proportional 

a)  wenn  sie  die  Identitäten  befriedigen 

-Pi  (y)  f{^.  y)  =  Qx  («,  y)  «p  {x,  y)  +  B^  {x,  y) , 

-P2  (2/)  f{x^  y)  =  Qi  {x,  y)  cp  {X,  y)  -f  B^  {x,  y) , 
wo  /"(ic,  y)  und  qp  (ic,  y)  Polynome  bedeuten, 

b)  wenn  P^  und  ^j  und  ebenso  Pj  und  Q^  nur  konstante  Faktoren 
gemeinsam  haben, 

c)  wenn  B^  und  B^  beide  in  bezug  auf  x  von  geringerem  Grade 
sind  als  qp  (vgl.  Satz  2,  §  63). 

74.  Der  Euklidische  Algorithmus  für  Polynome  in 
zwei  Veränderlichen.  Wir  betrachten  die  beiden  Polynome 
in  X  und  y, 

M  y)  ^  «oW^'^  +  (i,{iy)x-^  +  •  •  •  +  a,(2/), 

spC^, y)  =  K{y)x^  +  \ {y)x^-^-^  •-•■^Kiy) 

und  setzen  voraus:  a^  ^  0,  h^^O,  n^m>0. 
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Durch  den  Satz  1  des  letzten  Absclinitts  und  die  Ergeb- 
nisse von  §  67  sind  wir  imstande,  alle  gemeinsamen  Faktoren 
von  f  und  cp^  die  y  allein  enthalten,  anzugeben,  denn  solche 
Faktoren  müssen  allen  a  und  h  gemeinsam  sein. 

Es  bleibt  also  noch  die  Aufgabe  zu  erledigen,  solche  ge- 
meinsamen Faktoren  zu  finden,  die  selber  keine  Faktoren 
in  y  allein  enthalten.  Dies  wird  vermöge  eines  dem  Eukli- 
dischen ähnlichen  Algorithmus  erreicht. 

Dividiert  man  f  durch  (p  (vgl.  Satz  2,  §  63),  so  ergibt 
sich  eine  Identität 

Po{y)f(^y  y)  =  Qoi.^,  y)^{^,  y)  +  A(^;  y), 

wo  JR^  identisch  Null  ist,  oder  von  niedrigerem  Grade  in  bezug 
auf  Xy  als  (p.     Ist  B^^  0,  so  dividieren  wir  (p  durch  R^-. 

^lW^(^;  y)  =  QA^y  2/)^i(^;  !/)  +  ^2  (^;  2/), 

WO  1?2  identisch  verschwindet  oder  in  bezug  auf  x  von  niedri- 
gerem Grade  ist  als  B^.  Ist  B^^  0,  so  teilen  wir  wieder  B^ 
durch  jRg-  ^^  gewinnen  wir  das  folgende  System  von  Iden- 
titäten: 

^0  (2/)/'(^;  y)  =  Qoi^^  y)  9  (^;  y)  +  ^i  (^^  y) 
Pi{y)^{^i  y)  =  Qii^y  y)^i{^,  y)  +  ^2(^;  y) 

P,(y)B,(x,  y)  =  Q,(x,  y)B,{x,  y)  -f  B,{x,  y) 


(1) 


P^-i{y)^^-2(^,  y)  =  Q^-i{oo,  y)B.^_,{x,  y)  +  B^(x,  y) 
P,{y)B^_,{x,  y)  ^  QSx,  y)B^{x,  y)  +  B^^,{y)- 

Dabei  nehmen  die  Gradzahlen  von  B^,  B^,  .  .  .  in  bezug 
auf  X  fortwährend  ab,  so  daß  schließlich  ein  B,  etwa  B  ^^^ 
von  X  frei  ist. 

Satz  1.  Die  Polynome  f  und  (p  haben  dann  und  nur  dann 
einen  gemeinsamen  Teiler,  der  x  enthält,  wenn  B  _^^{y)  ^0  ist. 

Zum  Beweise  bemerken  wir  zunächst,  daß  infolge  der 
ersten  Identität  in  (1)  jeder  gemeinsame  Faktor  von  f  und  (p 
ein  Faktor  von  B^  ist;  die  zweite  Identität  zeigt  dann,  daß 
dieser  Faktor  auch  Teiler  von  B^  ist  usw.  Schließlich  ergibt 
sich,  daß  jeder  gemeinsame  Faktor  von  f  und  cp  ein  FaMor 
aller  B  ist.  Nun  enthält  aber  B  _^^  nicht  mehr  x.  Haben 
also  f  und  (p  einen  gemeinsamen  Faktor,  der  x  enthält,  so 
muß  B^^(y)  identisch  verschwinden. 
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Jetzt  setzen  wir  umgekehrt  voraus,  R^^^(y)  verschwinde 
identisch,  und  setzen 

(2)  B^(x,y)^S(y)G{x,y), 

wo  G  keinen  Faktor   in   y   allein   mehr  besitzt.^)      Die   letzte 
Identität  (1)  sagt  dann  aus,  daß  P^(y)  ein  Teiler  von 

Q,(^.y)S{y)G(x,y) 
ist;  da  aber  nach  Voraussetzung  G  keinen  Faktor  in  y  allein 
enthält,  so  muß  nach  Zusatz  zu  Satz  2,  §  73  P^(y)  ein  Faktor 
von  Q  S  sein,  d.  i. 

(3)  Q^{x,y)S{y)^P^{y)H{x,y). 

Setzt  man  in  der  letzten  Identität  (1)  zuerst  (2)  und  dann 
(3)  ein,  so  darf  der  nicht  identisch  verschwindende  Faktor 
FAy)  abgespalten  werden,  und  es  ergibt  sich 
jR^_i(a:,  y)  =  H{x,  y)  G(x,  y). 
Das  heißt  aber,  G  ist  Teiler  nicht  nur  von  B^,  sondern  auch 
von  Rn-i.  Daher  läßt  sich  die  vorletzte  Identität  (1)  auch 
in  folgender  Gestalt  schreiben: 

F^.^{y)E^-^{x,  tj)  ~  J{x,  y)G(x,  y). 

Nach  Zusatz  zu  Satz  2,  §  73  ist  P^-i^y)  Teiler  von  J: 
P^_i(i/)  kann  abgespalten  werden,  und  G  ist  Faktor  von  Rq-.^- 
So  sieht  man  schließlich,  daß  G  Faktor  sämtlicher  R,  also 
schließlich  auch  Teiler  von  f  und  cp  ist.  Ferner  ist  nach  (2)  G 
mindestens  vom  ersten  Grade  in  bezug  auf  x^  da  sonst  R^  kein  x 
enthielte,   während  Rq  +  i   das   erste  von  x  freie  R  sein  sollte. 

Damit  ist  aber  unser  Satz  bewiesen. 

Da  jeder  gemeinsame  Faktor  von  f  und  cp  auch  Faktor 
sämtlicher  R  ist,  so  folgt  aus  (2),  daß  für  einen  gemeinsamen 
Faktor  xl>  von  f  und  (p  die  Identität  gilt: 

G(x,  y)S{y)  =  tlj{x,  y)K{x,  y). 

Enthält  dann  i/;  keinen  Faktor  in  y  allein,  so  muß  S  ein 
Faktor  von  K  sein  (Zusatz  zu  Satz  2,  §  73).  Daher  darf  in 
der  letzten  Identität  S  abgespalten  werden,  und  es  ergibt  sich, 
daß  1^  ein  Faktor  von  G  ist: 

Satz  2.  Ist  Rfj^i^O,  so  ist  der  größte  gemeinsame  Teiler 
von  f  und  (p,  der  keinen  Faktor  in  y  allein  enthält^  das  Polynom 

1)  Besitzt  R^  keinen  Faktor  in  y  allein,  so  wird  S  eine  Konstante. 
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G(Xjy)y    welches    man    erhält  j    wenn    man    aus    B(x,y)    alle 
Faktoren  fortstreicht,  die  nur  y  enthalten. 

Ist  i^^  +  i  eine  von  Null  verschiedene  Konstante,  so  sind  f 
und  (p  relativ  prim  zueinander,  aber  das  Umgekehrte  ist  nicht 
der  Fall,  wie  das  einfache  Beispiel  zeigt: 
f=2x^^^y\     q>  =  x. 

Kehren  wir  noch  einmal  zu  den  Identitäten  (1)  zurück. 
Die  erste  dieser  Identitäten  liefert  einen  Ausdruck  für  jR^  mit 
Hilfe  von  /J  q),  Pq,  Qq.  Setzt  man  diesen  Wert  in  die  zweite 
Gleichung  ein,  so  kann  man  R^  durch  f,  cp  und  gewisse  P 
und  Q  ausdrücken.  Schließlich  erhält  man  so 
(4)  JJ,  +  i(2/)  =  F{x,  y)f{x,  y)  +  9{x,  y)q>{x,  y), 

WO  F  und  0  Polynome  in  x  und  y  bedeuten. 

75.  Teiler  von  Polynomen  in  zwei  Veränderlichen. 

Satz  1.  Sind  f(x,  y)  und  cp  {x^  y)  irgend  zwei  Polynome 
in  X  und  y,  und  bedeutet  ip  {x,  y)  ein  irreduzihles  Polynom,  wel- 
ches ein  Teiler  des  Produktes  f  •  cp  ist,  so  ist  ip  ein  Faktor  ent- 
weder von  f  oder  von  cp. 

Enthält  ip  nicht  beide  Veränderliche  x  und  y  gleichzeitig, 
so  reduziert  sich  der  Satz  auf  Satz  2,  §  73.  Den  Fall  brau- 
chen wir  also  nicht  mehr  zu  betrachten.  Mindestens  eins  der 
beiden  Polynome  f  und  cp  muß  also  x  enthalten,  wenigstens 
im  ersten  Grade.  Wir  dürfen  annehmen,  daß  das  bei  f  der 
Fall  sei.    Ist  nun  t^  ein  Faktor  von  f,  so  ist  unser  Satz  richtig. 

Ist  ip  kein  Faktor  von  f,  so  sind  f  und  -ip  relativ  prim  zu- 
einander, da  ja  ip  irreduzibel  ist.  Bei  der  Berechnung  des 
größten  gemeinsamen  Teilers  von  f  und  ip  findet  man  dann 
den  ersten  Rest  R^  +  i(y),  der  x  nicht  enthält,  als  nicht  iden- 
tisch gleich  Null.  Die  Identität  (4)  des  letzten  Abschnitts 
wird  dann: 

(1)  R^^^iy)  ^F{x,  y)f{x,  y)  +  W{x,  y)il>{x,  y). 
Multiplizieren  wir  mit  cp{x,  y),  so   erhält  die  rechte  Seite  den 
Faktor  tp,  da  ja  nach  Voraussetzung  fcp   durch  ^  teilbar  ist. 
Man  kann  also  schreiben: 

(2)  R(^.  +  i(y)(p (x,  y)  =  ipix,  y) % (x,  y) . 

Nun  kann  aber  ip  mit  Po  +  i  nur  einen  konstanten  Faktor 
gemeinsam  haben,  da  \p  irreduzibel  ist.    Nach  Zusatz  zu  Satz  2, 
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§  73  ist  daher  i?^  +  i  ein  Teiler  von  %{x,y).  Da  i?^  +  i  nicht 
identisch  verschwindet,  dürfen  wir  es  aus  (2)  abspalten  und 
erhalten  so  eine  Identität 

Das  heißt  aber:  i\}  ist  ein  Faktor  von  9),  und  damit  ist 
der  Satz  bewiesen. 

Durch  mehrmalige  Anwendung  dieses  Satzes  erhalten  wir: 
Zusatz.     Ist  das  ProduM  mehrerer  Polynome  in  x  und  y 

fi(^,  y)  -  f2(^y  y)  ■ '  •  fM  y) 

durch  ein  irreduziUes  Polynom  ^{Xjy)  teilbar,  so  ist  mindestens 
ein  f  durch  ^)  teilbar. 

Jetzt  kommen  wir  zu  dem  wichtigsten  Satze  der  ganzen 
Lehre  von  der  Teilbarkeit  der  Polynome  in  zwei  Veränder- 
lichen : 

Satz  2.  Ein  Polynom  in  zwei  Veränderlichen,  welches  nicht 
identisch  Null  ist,  hann  im  wesentlichen  auf  eine  einzige  Art  in 
ein  Produkt  irreduzibler  Faktoren  zerlegt  werden,  von  denen  keiner 
nur  aus  einer  Konstanten  besteht. 

Wir  zeigen  zunächst,  daß  es  mindestens  eine  solche  Zer- 
legung gibt.  Entweder  ist  f\x,  y)  selbst  bereits  irreduzibel. 
Ist  es  reduzibel,  so  gilt  die  Identität 

fi^,  y)  =  fii^y  y) '  fii^,  y)  y 

wo  weder  f^  noch  /"a  eine  Konstante  ist.  Sind  f^  und  f^  beide 
irreduzibel,  so  ist  unsere  Forderung  erfüUt.  Im  andern  FaUe 
zerlegen  wir  weiter  in  Faktoren,  von  denen  keiner  eine  Kon- 
stante ist.  So  erhält  man  f(Xy  y)  als  Produkt  von  drei  oder 
vier  Faktoren.  Sind  sie  sämtlich  irreduzibel,  so  ist  unsere 
Forderung  erfüUt.  Sonst  zerlegen  wir  jeden  reduziblen  Faktor 
wieder  in  zwei  Faktoren,  und  so  fort.  Der  Prozeß  muß  nach 
einer  endlichen  Anzahl  von  Schritten  zu  Ende  führen,  denn 
wir  gewinnen  jedesmal  Faktoren  von  geringerem  Grade.  Somit 
ist  schließlich  /'  in  ein  Produkt  von  lauter  irreduziblen  Faktoren 
aufgelöst,  von  denen  keiner  eine  Konstante  ist. 

Jetzt  nehmen  wir  an,  eine  solche  Zerlegung  sei  auf  zwei 
Arten  möglich: 

rt^; y)  =  /i (^, y) U {^y y)'--  ^i(^, y) 

=  (Pi(x,y)(p^(x,y)'--(p^{x,y). 

i.ö*  . 
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Da  cpi  Faktor  von  f  ist^  so  muß  es  (Zusatz  zu  Satz  1) 
Teiler  irgend  eines  der  Polynome  fiy  f2y  -  •  •  fk  sein.  Diese 
seien  so  geordnet,  daß  f^  durch  cp^  teilbar  ist.  Da  f^  irredu- 
zibel  ist,  so  kann  es  sich  von  cp^  nur  um  einen  konstanten 
Faktor  unterscheiden,  und  cp^  darf,  da  es  ja  nicht  identisch 
Null  ist,  abgespalten  werden: 

Ebenso  findet  man,  daß  sich  q)^  von  einem  /*,  etwa  f^  nur 
durch  einen  konstanten  Faktor  unterscheidet;  man  darf  dann 
setzen 

^1^2/3-    -fk^ffs-''^' 

Ist  ?  <  ^,  so  können  auf  diesem  Wege  die  (p  eher  besei- 
tigt werden  als  die  f,  für  ?  >  ^  die  /"  eher  als  die  q).  Keiner 
dieser  Fälle  kann  nun  tatsächlich  eintreten;  sonst  stände  auf 
der  einen  Seite  der  Identität  eine  Konstante  und  auf  der  an- 
deren ein  Polynom,  welches  sich  nicht  auf  eine  Konstante  re- 
duziert. Es  ist  also  nur  noch  möglich  Je  =  l.  Ferner  können 
die  /'  so  angeordnet  werden,  daß  jedes  f  zu  einem  g?  propor- 
tional ist.  Das  ist  aber  (Erklärung  7,  §  60)  die  Bedingung 
dafür,  daß  beide  Zerlegungen  nicht  wesentlich  voneinander  ver- 
schieden sind. 

Satz  3.  Sind  zwei  Polynome  f(x,  y)  und  cp  (x,  y)  relativ 
prim  zueinander j  so  gibt  es  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Werte- 
paaren (Xy  y)y  für  die  f  und  (p  gleichzeitig  verschwinden}) 

Würden  f  und  cp  in  den  Punkten 

(3)  (^i;2/i);   (^272/2);  ••• 

gleichzeitig  verschwinden,  deren  Anzahl  unendlich  groß  ist,  so 
gibt  es  unter  diesen  Punkten  unzählig  viele  verschiedene  x 
oder  unzählig  viele  verschiedene  y.  Bei  geeigneter  Bezeichungs- 
weise  dürfen  wir  annehmen,  daß  es  unzählig  viele  verschiedene 
y  gibt,  f  und  cp  müssen  dann  in  x  mindestens  vom  ersten 
Grade  sein,  da  ein  Polynom  in  y  allein  nur  dann  für  unzählig 
viele  Werte  von  y  verschwinden  kann,  wenn  es  identisch  ver- 


1)  Greometrisch  ansgesprochen :  zwei  ebene  algebraische  Kurven 
f(^x^  y)  =0  und  qp  {x,  y)  =  0  können  sich  in  unzählig  vielen  Punkten  nur 
dann  schneiden ,  wenn  sie  eine  ganze  algebraische  Kurve  gemeinsam 
haben. 
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schwindet.     Die  Berechnung  des   größten  gemeinsamen  Teilers 
von  f  und  cp  liefert  dann  (vgl.  (4),  §  74)  eine  Identität 
(4)  Fix,  y)f{x,  y)  +  ^(x,  y)cp{x,  y)  ^  R^^^iy)  ^  0. 

Die  linke  Seite  verschwindet  für  alle  Punkte  (3);  R  _^^{y), 
verschwindet  also  ebenfalls  für  unzählig  viele  verschiedene  y^ 
damit  sind  wir  auf  einen  Widerspruch  geführt. 

Eine  wichtige  Folgerung  dieses  Satzes  lautet:  Sind  /'  und  (p 
zwei  irredusihle  Polynome  in  x  und  y,  so  unterscheiden  sich 
beide,  wenn  die  Gleichungen  f=0,  cp  =  0  denselben  geo- 
metrischen Ort  darstellen,  nur  durch  einen  konstanten  Faktor. 
Für  reduzible  Polynome  gilt  diese  Folgerung  aber  nicht  mehr 
notwendig,  wie  das  Beispiel  zeigt: 

f=xy^,         (p  =  x^y. 

Die  beiden  Kurven  sind  hier  identisch;  beidemal  wird 
das  Kreuz  der  Koordinatenachsen  dargestellt;  trotzdem  sind 
f  und  (p  nicht  proportional.  Durch  das  folgende  Überein- 
kommen kann  aber  der  Satz  für  alle  Fälle  gültig  gemacht  werden: 

Das  Polynom  f  sei  in  seine  irreduziblen  Faktoren  zerlegt, 

/•=/■,"./>.../■/*, 

wo  fi,  ■  ■  'fk  irreduzible  Polynome  in  x  und  y  bedeuten,  von 
denen  keine  zwei  proportional  sind.  Die  Kurve  /*  =  0  besteht 
dann  aus  den  h  getrennten  Ästen 

/■i  =  o, /,  =  o,...,/;  =  o. 

Jedem  dieser  Aste  legen  wir  die  positive  ganze  Zahl  a^  als 
seine  Multiplizität  bei.  Zwei  durch  algebraische  Grleichungen 
erklärte  Kurven  sollen  jetzt  als  identisch  nur  dann  angesehen 
werden,  wenn  sie  aus  denselben  irreduziblen  Asten  bestehen, 
von  denen  jeder  beidemal  die  gleiche  Multiplizität  besitzt. 
Nach  dieser  Festsetzung  können  wir  aussprechen: 

Zusatz.  Die  beiden  Kurven  /"  =  0  und  qp  =  0,  in  deren  Glei- 
chungen die  linken  Seiten  Polynome  in  x  und  y  sind,  von  denen 
keins  identisch  verschtvindet,  sind  dann  und  nur  dann  identisch, 
wenn  f  und  cp  sich  nur  durch  einen  konstanten  Faktor  unterscheiden. 

Übungen 

1.  f{x)^  <p{^)i  i|'(^)  seien  Polynome  in  x,  deren  Koeffizienten  einem 
gewissen  Rationalitätsbereich  angehören.  Ist  ip  in  diesem  Bereich  irre- 
duzibel  und  ein  Teiler  des  Produktes  /"qp,  so  ist  ip  ein  Faktor  von  f  oder 
von  gj. 
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2.  f{x)  sei  ein  Polynom  in  x^  welches  nicht  identisch  verschwindet 
und  dessen  Koeffizienten  einem  gewissen  Rationalitätsbereich  angehören. 
Dann  kann  f  auf  eine  und  wesentlich  nur  eine  Art  in  ein  Produkt  von 
Polynomen  zerlegt  werden,  deren  Koeffizienten  in  diesem  Bereich  liegen, 
die  in  diesem  Bereich  irreduzibel  sind,  und  von  denen  keins  nur  aus 
einer  Konstanten  besteht. 

3.  Die  Sätze  dieses  Abschnitts  sollen  auf  Polynome  in  zwei  Ver- 
änderlichen, deren  Koeffizienten  einem  gegebenen  Rationalitätsbereich 
angehören,  ausgedehnt  werden. 

76.  Teiler  von  Polynomen  in  drei  oder  mehr  Ver- 
änderlichen. In  der  Hauptsache  lassen  die  bisherigen  Sätze 
dieses  Kapitels  sich  auf  Polynome  in  drei  oder  mehr  Ver- 
änderlichen ausdehnen^  ohne  daß  die  Beweismethoden  andere 
werden.  Wir  werden  also  die  Sätze  in  der  Reihenfolge,  in  der 
sie  bewiesen  werden  müssen,  aussprechen  und  die  Beweise 
selbst  meist  dem  Leser  überlassen.  Die  Verallgemeinerung 
auf  n  Veränderliche  bietet  dann  keine  Schwierigkeiten  mehr 
und  soll  vom  Leser  selbst  vorgenommen  werden  (Übung  1). 

Das  Polynom  f{x,  y,  z)  sei  nach  Potenzen  von  x  geordnet, 

fix,  y,  z)  =  a^{y,  z)x''  +  a^{y,  z)x''-^  -\ +  a„{y,  z), 

wo  die  a  Polynome  in  (^y,  z)  sind. 

Den  Sätzen  1,  2,  §  73  entsprechen  hier  die  Sätze: 

Satz  1.  Ein  Polynom  in  (y,  z)  ist  dann  und  nur  dann 
ein  FaUor  von  f,  wenn  es  FaUor  sämtlicher  a  ist. 

Satz  2.  Ist  das  irreduzible  Polynom  f^y,  z)  ein  Faktor  des 
Produktes  f  -  cp  ziveier  Polynome  f(x,  y,  z)  und  (p(x,  y,  z),  so  ist 
es  ein  Teiler  von  f  oder  von  cp. 

Zusatz.  Ist  das  Polynom  i;(y,  z)  ein  Teiler  des  Produktes 
f  •  (p  zweier  Polynome  f{x,  y,  z)  und  (p  (x,  y,  z),  aber  relativ  prim 
zu  (p,  so  ist  es  ein  Faktor  von  f. 

Um  den  größten  gemeinsamen  Teiler  zweier  Polynome  in 
drei  Veränderlichen  zu  finden,  geht  man  genau  so  vor,  wie 
früher.  Dabei  ergibt  sich  ein  System  von  Identitäten  (vgl.  (1), 
§  74),  wobei  die  P  und  B  _^_^  jetzt  Funktionen  von  (y,  z),  die  Q 
und  die  übrigen  R  Funktionen  von  (x,  y,  z)  sind.  Den  Sätzen 
1,  2,  §  74  entsprechen  dann  die  Sätze: 

Satz  3.  Die  Polynome  f{x,  y,  z)  und  cp  (x,  y,  z)  haben  einen 
gemeinsamen  von  x  abhängigen  Faktor  dann  und  nur  dann, 
wenn  R  ^^(y,  z)  ^  0  ist. 
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Satz  4.  Ist  B^^{y,  s)^0,  so  findet  man  den  größten 
gemeinsamen  Teiler  G{x,yj3)  von  fix^y^  z)  und  (p(x,y,0), 
der  keinen  nur  von  (i/,  2)  abhängigen  Faktor  desitzt  j  indem 
man  in  B  {x,  y,  z)  alle  Faktoren  wegstreicht^  die  nur  (1/,  z)  ent- 
halten. 

Ähnlich  wie  in  (4)^  §  74  läßt  sich  auch  hier  die  Identität 
ableiten: 
(1)      ^^+1(2/;  ^)  =  F{x,  y,  z)f{x,  2/,  z)  +  Q{x,  y,  z)  (p(x,  y,  z). 

Den  Sätzen  1,  2,  §  75  entsprechen  die  Sätze: 

Satz  5.     Ist  das  irreduzihle  Folynom  ^  {x,  y,  z)  ein  Teiler 

des  Produktes  f-  cp   zweier  Polynome  fix,  y,  z)  und   (p(x,  y,  z), 

so  ist  es  ein  Teiler  entweder  von  f  oder  von  cp. 

Zusatz.     Ist  das  aus  Polynomen  gebildete  Produkt 

durch  ein  irreduzibles  Polynom  i(j(Xj  y,  z)  teilbar,  so  ist  wenig- 
stens ein  f  durch  ifj  teilbar. 

Satz  6.  Ein  Polynom  in  drei  Veränderlichen,  welches  nicht 
identisch  Null  ist,  kann  im  wesentlichen  auf  eine  Art  in  ein 
Produkt  irreduzihler  Faktoren  zerlegt  werden,  von  denen  keiner 
eine  Konstante  ist. 

Satz  3,  §  75  läßt  sich  auf  den  Fall  dreier  Veränderlicher 
nicht  so  unmittelbar  übertragen;  an  die  Stelle  von  Ilg+i{y) 
tritt  jetzt  R^_^_^(y,z),  und  es  läßt  sich  nicht  mehr  behaupten, 
daß  dies  Polynom  nur  in  einer  endlichen  Anzahl  von  Punkten 
verschwindet.  Aber  nicht  nur  der  Beweis  wird  unbrauchbar, 
sondern  auch  der  Satz  läßt  sich  nicht  mehr  halten,  wie  man 
sofort  daraus  erkennt,  daß  sich  zwei  Flächen  im  allgemeinen 
in  einer  Kurve  schneiden. 

Der  Satz  muß   vielmehr  durch  folgenden  ersetzt  werden: 

Satz  7.  Sind  f(x,y,z)  und  (p(x,y,z)  zwei  Polynome  in 
drei  Veränderlichen,  von  denen  9?  irreduzibel  ist  und  f  in  allen 
Punkten  verschwindet,  in  denen  cp  gleich  Null  ist,  so  ist  cp  ein 
Teiler  von  f. 

Enthält  cp  keine  der  drei  Veränderlichen  x,  y,  z,  so  ist  der 
Satz  richtig,  aber  trivial.  Wir  dürfen  also  jetzt  annehmen, 
cp  enthalte  eine  Veränderliche,  etwa  x  wirklich. 

Wäre  cp  nicht  Teiler  von  f,  so  müßten,  da  cp  irre- 
duzibel  ist,   f  und    cp   relativ  prim   sein.     Daher   ist   dann   in 
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der  Identität  (1)  weiter  oben  R^^(y,  ^)  ^  0.  Nun  darf 
man  in 

(2)  q>{x,y,g)^\{y,0)x'-  +  b,iy,g)x'-'  +  ---+b„{y,z)  (m^l) 
unbeschadet  der  Allgemeinheit  \{y,z)  ^  0  voraussetzen.  Dann  ist 

(3)  B^^,iy,z)b,iy,e)^0. 

Deswegen  läßt  sich  ein  Punkt  (2/1,^1)  angeben,  für  den 

(4)  -B,+i(2/i,«i)  +  0,         \(y„z,)  +  0. 

Das  Polynom  (p(Xy  y^,  z^  enthält  dann  als  einzige  Veränder- 
liche X,  zum  mindesten  im  ersten  Grade,  und  verschwindet 
demnach  (Satz  1,  §  6)  für  mindestens  einen  Wert  x^  von  X'. 

Nach  Voraussetzung  ist  dann  auch 

und  aus  der  Identität  (1)  ergibt  sich  jetzt 

Das  steht  aber  in  Widerspruch  mit  (4).  Damit  ist  der  Satz 
bewiesen. 

Führt  man  für  jeden  Zug  einer  reduziblen  algebraischen 
Fläche  eine  Multiplisität  ein,  so  folgt  genau  so,  wie  für  ebene 
Kurven: 

Zusatz.  Sind  f  iind  (p  Polynome  in  {x,y,z)j  von  denen 
heins  identisch  verschwindet,  so  sind  die  beiden  Flächen  f  =  0 
und  (p  =  0  dann  und  nur  dann  identisch,  wenn  die  Polynome 
f  und  cp  sich  nur  durch  einen  konstanten  Faktor  unterscheiden. 

Satz  7  läßt  sich  auch  in  folgender  Weise  verallgemeinern: 

Satz  8.  Sind  f(x,  y,  0)  und  (p  {x,  y,  £)  zwei  Polynome  in  drei 
Veränderlichen,  von  denen  (p  irreduzibel  ist,  und  die  beide  im 
Punkte  {xQ,yQ,ZQ)  verschwinden,  so  ist  cp  ein  Faktor  von  f,  wenn 
f  in  allen  Punkten  der  Umgebung  N  von  (^oj^/oj-^o)  verschwindet, 
in  denen  cp  verschwindet 

Wie  vorhin  nehmen  wir  an,  daß  (p  wirklich  x  enthält  und 
daher  in  der  Gestalt  (2)  geschrieben  werden  kann.  Dann 
wollen  wir  zuerst  den  Fall  ^^oC^/c^o)  +  ^  betrachten.  Der  Be- 
weis gestaltet  sich  dem  von  Satz  7  sehr  ähnlich.  Genau  wie 
oben  wird  die  Relation  (3)  gefunden,  und  daraus  schließen  wir, 
daß  nach  Annahme  einer  beliebig  kleinen  Umgebung  M  von 
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(yof^o)  si^^  ®i^  Punkt  («/i,^i)  in  M  finden  läßt,  für  den  die 
Relationen  (4)  gelten. 

Schreiben  wir  jetzt  die  linke  Seite  der  Gleichung 

(5)  9^(^,2/i;^i)  =  0 

in  der  Gestalt  (2),  so  kann  die  Umgebung  M  von  («/o^^o)  ^^ 
klein  angenommen  werden,  daß  die  Koeffizienten  von  (5)  denen 
der  Gleichung 

so  nahe  kommen,  als  wir  wollen  (Satz  3,  §  5).  Nun  ist  aber 
Xq  nach  Voraussetzung  eine  Wurzel  der  Gleichung  (6).  Es 
ist  also  möglich,  M  so  klein  anzunehmen,  daß  die  Gleichung 
(5)  wenigstens  eine  Wurzel  x^  erhält,  die  dem  Werte  x^  so  nahe 
liegt,  wie  wir  wollen  (Satz  4,  §  6).  Es  kann  also  in  der  ge- 
gebenen Umgebung  JVdes  Punktes  (xQ^y^,  z^  ein  Punkt  {x^^  y^ ,  z^ 
gefunden  werden-,  daß 

Nach  Voraussetzung  ist  dann  auch 

Aus  der  Identität  (1)  folgt  dann 

■^^+i(2/i;^i)  =  0, 
und  das  steht  im  Widerspruch  mit  (4).    Unser  Satz  ist  somit 
für  den  FaU  bewiesen,  daß  ?>o(2/o?^o)  +  ^  i^*-^) 

Ist  ^^{yQjZ^  =  0,  so  woUen  wir  den  Grad  von  (p(x,y,0) 
mit  ]c  bezeichnen  und  das  Polynom  der  nicht-singulären  linearen 
Transformation  unterwerfen : 

j  x  =  a^x  -]r  ß^y  -{-  Yi^' 
ö)  2/  =  «2^'  4-  Ä2/'  +  72^' 

Dadurch  werde  der  Grad  von  (p  in  bezug  auf  x  gleich  dem 
Gesamtgrade  h  von  cp  (Satz  2,  §  64). 

1)  Der  soeben  gegebene  Beweis  gilt  allerdings  noch,  wenn  nicht 
sämtliche  b  in  (2)  für  den  Punkt  (2/0,  Zq)  verschwinden,  sobald  wir  die 
Verallgemeinerung  von  Satz  4,  §  6,  die  dort  in  der  Fußnote  erwähnt  ist, 
benutzen.  Nur  der  äußerste  Fall  —  der  Leser  mache  sich  die  geo- 
metrische Bedeutung  klar  — ,  daß  sämtliche  b  für  den  Punkt  (x^,  y^) 
verschwinden,  erfordert  eine  gesonderte  Behandlung,  an  die  wir  jetzt 
herangehen. 
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Führt  diese  Transformation  den  Punkt  (Xq,  i/o;  ^o)  ^^®^ 
in  (Xqj  y^j  z^)y  so  ist  es^  da  die  Transformation  nicht-singulär 
ist,  möglich,  eine  Umgebung  N'  von  (Xq,  y^j  0q)  so  klein  an- 
zugeben, daß  alle  Punkte  dieser  Umgebung  Punkten  der  ge- 
gebenen Umgebung  N  von  (Xq,  y^,  z^  entsprechen. 

Durch  (7)  ist  nun  cp  übergeführt  in 
(8)     <p-{x',  y',  z)  =  b^x'"  +  6/(2/',  z')x'^-^  +  •  •  •  +6,'(y',  /), 
wo  &q'  eine  von  Null  verschiedene  Konstante  ist.    f  möge  ver- 
möge (7)  übergehen  in  f  {x\  y\  /). 

Da  in  der  Umgebung  N  überall,  wo  (p  verschwindet,  auch 
f  =0  ist,  so  muß  in  der  Umgebung  N'  (die  nur  einem  Teile 
von  N  entspricht)  f  stets  verschwinden,  wo  es  (p'  tut.  Wir 
können  daher  den  schon  bewiesenen  Teil  unseres  Satzes  für 
die  Polynome  f  und  cp'  verwerten,  denn  6q'  kann,  da  es  eine 
von  Null  verschiedene  Konstante  ist,  im  Punkte  {y^,  z^)  nicht 
verschwinden.  Wir  schließen  also,  daß  (p'  ein  Faktor  von/"  ist: 
f{x\  y\  z')  =  (p\x\  y\  z')  iIj\x\  y',  z'). 

Ersetzen  wir  jetzt  x',  y\  z'  durch  x,  y,  z  vermöge  (7),  so 
erweist  sich  (p  als  Faktor  von  /",  und  unser  Satz  ist  bewiesen. 

Übungen 

1.  Die  acht  Sätze  dieses  Abschnitts  sollen  für  Polynome  in  n  Ver- 
änderlichen aufgestellt  und  bewiesen  werden. 

2.  Verallgemeinere  das  Ergebnis  der  Übung  am  Schlüsse  von  §  73 
auf  den  Fall  von  n  Veränderlichen. 

3.  Die  beiden  vorangegangenen  Übungen  für  Polynome,  deren 
Koeffizienten  einem  gegebenen  Rationalitätsbereich  angehören. 

4.  Die  Resultante  zweier  Polynome  in  einer  Veränderlichen 

f{x)  =  a,x^  +  a,x^-^+----\-a^, 

wird  zuweilen  erklärt  als  das  Polynom  B  niedrigsten  Grades  in  den  a 
und  fe,  welches  einer  Identität  der  Form 

Ff-{-fp(p  =  R 
genügt,  wobei  F  und  $  Polynome  in  (a^, . . .  a„;  ft^,  ...&»»;  ^)  bedeuten; 
die  Identität  soll  eine  solche  in  bezug  auf  alle  diese  Argumente  sein. 
Man  soll  zeigen,  daß  die  so  erklärte  Resultante  sich  von  der  in  §  68 
definierten  nur  durch  einen  von  Null  verschiedenen  konstanten  Faktor 
unterscheidet. 
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Kapitel  XVII 
Ganze   rationale    Invarianten.     Allgemeine    Sätze 

77.  Invarianz  der  Faktoren  einer  Invariante.    Die 

allgemeine  Form  ^*®"  Grades  in  n  Veränderlichen  wollen  wir 
mit  f{x^, .  ..x^]  a^y  a^j. .  ?)  bezeichnen,  wobei  die  x  die  Veränder- 
lichen und  die  a  die  Koeffizienten  bedeuten  sollen.  Jede 
solche  Form  kann  bei  geeigneter  Wahl  der  a  in  dieser 
Weise  dargestellt  werden.  Daher  können  wir  auch  die  neue 
Form,  die  man  aus  f  durch  eine  lineare  Transformation  er- 
hält, als 

f  {x^  j . . .  x^  '^  a^ ,  a^ , . . .) 

bezeichnen,  denn  der  Grad  bleibt  ungeändert,  und  ebenso  die 
Anzahl  der  Veränderlichen.  Diese  neue  Form  und  damit  auch 
jedes  a  ist  homogen  und  linear  in  den  a;  andererseits  ist 
offenbar  jedes  a  ein  homogenes  Polynom  li^^"^  Grades  in  den 
Transformationskoeffizienten. 

Aus  der  Erklärung  der  Invarianten  folgt,  daß  das  Produkt 
einer  Anzahl  ganzer  rationaler  relativer  Invarianten  von 
Formen  oder  Formensystemen  wieder  eine  ganze  rationale 
relative  Invariante  ist.  Wir  wollen  jetzt  das  Umgekehrte 
beweisen  und  beginnen  mit  dem  einfachsten  FaUe  einer  ein- 
zigen Form. 

Satz  1.  Ist  die  ganze  rationale  Invariante  I{a^,  a^, .  .  .) 
der  Form 

redusibelj  so  sind  alle  ihre  Faktoren  ebenfalls  Invarianten. 

Wir  brauchen  dabei  nur  zu  zeigen,  daß  die  irreduzihlen 
Faktoren  fiy  Uy  •  •  •  fi  von  I  Invarianten  sind. 

Unterwerfen  wir  f  der  linearen  Transformation  von  der 
Determinante  c 

Xi  =  C^^X^    -r  •  •  •  +  C^n^n 


^n  ~  ^nl^l    +  "  •  •  +  ^nn^n  f 
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und  bezeichnen  mit  a^^  a^j  ...  die  Koeffizienten  der  trans- 
formierten Form,  so  kann  die  Identität 

(1)  J(a/,  a^,  ...)  =  c^I(a^,  a^, .  . .) 
aucli  geschrieben  werden: 

/i(«i>2'. . . .) . ../;(«/,  <, . . .) =cYiK,  %,  •••)••  -AK,  »2;  •  •  •)• 

Hier  haben  wir  ein  Polynom  in  den  c  und  den  a, 
welches  rechts  in  seine  irreduziblen  Faktoren  zerlegt  ist, 
denn  nach  Satz  1,  §  61  ist  auch  die  Determinate  c  irre- 
duzibel.  Jeder  Faktor  links  ist  also  gleich  dem  Produkt 
einiger  Faktoren  rechts,  so  daß  Identitäten  bestehen  von 
der  Form 

(2)  /;(a/,  a,\  ...)  =  c^i  (p^ia^,  a^, . . .)         (i  =  1,  2, . . .  l\ 

wo  die  (p  Polynome  bedeuten. 
Setzen  wir  jetzt 

^11  ^  ^22  ^  *  *  '  ^  ^nn  ^  ■*- 

und  alle  übrigen  c  gleich  Null,  so  wird  unsere  Transformation 
die  identische,  und  jedes  a  ist  gleich  dem  eutsprechenden  a. 
Die  Identitäten  (2)  reduzieren  sich  dann  auf 

/;-K; «2. . . .)  =  gPA«!,  «2,  •  •  •)  (^  =  1,  2, .    .  Z). 

Setzen  wir  den  so  gewonnenen  Wert  von  (p^  in  (2)  ein, 
so  erweist  sich  f.  als  Invariante,  und  unser  Satz  ist  be- 
wiesen. 

Allgemeiner  ist  der  folgende  Satz: 
Satz  2.     Ist  die  ganze  rationale  Invariante 
I{a^,  a^, . .  .',\yh^j . ..;...) 
des  Systems  der  Formen 

/iC^l?  '  '  '  ^n'l    \y  \j   '  '  ') 


redusihely  so  sind  alle  ihre  Faktoren  ebenfalls  Invarianten. 

Der  Beweis    von    Satz  1    kann    hier    wörtlich  übertragen 
werden. 
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Übung 

Ist  die  ganze  rationale  Kovariante 

I{a^ ,  «2 ,...;  &i ,  &2 ,...;... ;  y^, .  .  .  y„;  z^,  . . .  z^; .  .  .) 

des  Formensystems 

/i  (^1 1  •  •  •  ^n ;  ^1 1  0^2  '  •  •  •) ^ 


und  des  Systems  der  Punkte  (^/i ,  •  •  •  2/«)  i  (■^i  i  •  •  •  -^n) » •  •  •  reduzibel,  so  sind 
alle  ihre  Faktoren  Kovarianten  oder  Invarianten. 


78.  Relative  Invarianten  von  allgemeinerem  G-e- 
sichtspunkt  aus.  Ein  Polynom  I  in  den  Koeffizienten  einer 
Form  in  n  Veränderlichen  hieß  eine  relative  Invariante  dieser 
Form,  wenn  sie  sich  bis  auf  eine  Potenz  der  Determinante  der 
linearen  Transformation  reproduziert,  der  f  unterworfen  wird. 
Man  kann  nun  die  Frage  aufwerfen,  was  für  Funktionen  I  man 
erhalten  würde,  wenn  man  die  allgemeinere  Forderung  auf- 
stellte, I  solle  sich  bis  auf  ein  Polynom  in  den  Transformations- 
koeffizienten reproduzieren.  Man  erhält  dann  tatsächlich  nicht 
eine  allgemeinere  Klasse  von  Funktionen,  sondern  nur  die 
bisher  betrachteten  Invarianten. 

Satz.  Ist  I(a^y  a^, . . .)  ein  nicht  identisch  verschwindendes 
Polynom  in  den  Koeffimenten  ((Xj,  a^, . . .)  einer  Form  f  in  n  Ver- 
änderlichen, die  in  {a^,  a^, .  . .)  übergehen,  sobald  man  f  der 
linearen  Transformation  unterwirft: 

'   I  I  ' 


erfüllt  dies  Polynom  ferner  die  Identität 

I{a^,  a/, .  .  .)  =  ^(cii, .  .  .  c J  J(ai,  «3, .  .  .), 

wo  ip  ein  Polynom  in  den  c  bedeutet,  so  ist  ^,  wenn  die  Iden- 
tität für  alle  a  und  alle  c  bestehen  soll,  eine  Potenz  der  Trans- 
formationsdeterminante. 

Zunächst  soU  gezeigt  werden,   daß  für  c  H=  0  auch  ^  4=  ö 
ist.      Nehmen   wir    einmal    an,    ^n,  .  .  .  ^„„    sei    ein    spezielles 
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Wertesystem  der  c^^,  für   welches  z/;  verschwände,   nicht   aber 
die  Transform ationsdeterminante,  also 


d. 


d.. 


+  0. 


Dann  gibt  es  zu  der  Transformation 


die  inverse  Transformation 


+  d^^x' 


^n^n 


<  =  ^«1^1   +  •  •  •  +  ^nn^n- 


Für  ein  spezielles  Wertesystem  der  a,  für  welches 

^(«i,«2;---)  +  ö 
ist,  ist  dann: 

lia;,  a;,  .  .  .)  =  ^{d^x,  ■  ' .  O^K;  0^2'  . . .)  =  0. 
Die  inverse  Transformation  würde  aber  liefern 

und  damit  sind  wir  auf  einen  Widerspruch  geführt. 

Die  Funktion  tf^   kann   also    nur   für  c  =  0  verschwinden. 
Wir  zerlegen  ^  in  seine  irreduziblen  Faktoren: 

ti^ny  •  ■  •  O  =  ^ifei;  •  •  •  O  •  •  •  ^;i(^ii?  •  •  •  O- 
Der  Faktor  i^^  kann  dann  offenbar  ebenfalls  nur  für  c  =  0 
verschwinden.  Dehnt  man  nun  Satz  7,  §  76  auf  7^  Veränder- 
liche aus,  so  folgt,  daß  ^^  ein  Faktor  von  c  sein  muß.  Da 
aber  c  irreduzibel  ist,  kann  jp^  sich  von  c  nur  um  einen  kon- 
stanten Faktor  unterscheiden,  und  wir  dürfen  schreiben 

Um  jetzt  zu  zeigen,   daß  K  den  Wert  1  hat,  betrachten 
wir  die  Identität 

/(a/,  a/, .  .  .)  =  Kc^I(a^,  a^, .  . .) 
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und  wählen  die  c.^  so,  daß  sie  die  identische  Transformation  er- 
geben. Dann  ist  c=l,  und  die  a  sind  gleich  den  ent- 
sprechenden a.     Die  letzte  Identität  wird  dann 

I{a^,  «2, .  .  .)  =  KI{a^,  a^, . .  .)• 

Daraus  folgt  aber  K  =  1, 

Übungen 

1.  Multipliziert  sich  das  Polynom  I  in  den  Koeffizienten  a^,a^,. . . 
einer  Form  in  n  Veränderlichen  und  den  Koordinaten  (2/1 ,  •  •  •  2/„)  eines 
Punktes  mit  einer  rationalen  Funktion  ip  der  Koeffizienten  der  linearen 
Transformation,  der  die  Form  und  der  Punkt  unterworfen  werden,  so 
ist  ip  eine  positive  oder  negative  Potenz  der  Transformationsdeterminante, 
und  I  eine  Kovariante. 

2.  Der  Satz  des  Textes  soll  auf  Invarianten  eines  Formensystems 
ausgedehnt  werden. 

3.  Der  Satz  in  Übung  1  soll  auf  ein  System  von  Formen  und  ein 
System  von  Punkten  verallgemeinert  werden. 

4.  Jede  rationale  Invariante  einer  Form  oder  eines  Formensystems 
kann  als  Quotient  zweier  ganzer  rationaler  Invarianten  dargestellt  werden. 

5.  Der  Satz  von  Übung  4  soll  auf  Kovarianten  ausgedehnt  werden. 

79.  Isobarer  Charakter  der  Invarianten  und  Ko- 
varianten. Nicht  nur  in  der  Lehre  von  den  Invarianten  und 
Kovarianten,  sondern  auch  in  manchen  anderen  Gebieten  kann 
es  zweckmäßig  sein,  jeder  Veränderlichen  ein  gewisses  Gewicht 
beizulegen.  Dem  Produkt  zweier  oder  mehrerer  solcher  Ver- 
änderlichen ist  dann  als  Gewicht  zugeordnet  die  Summe  der 
Gewichte  der  Faktoren;  ein  konstanter  Faktor  hat  das  Gewicht 
Null.  Haben  ^i,^2?'^3  der  Reihe  nach  die  Gewichte  w^,W2yWQ, 
so  hat  das  Glied  ö^^^g^Sg^  das  Gewicht  w^  +  ^2  +  ^^3-  Nach- 
dem so  jede  Veränderliche  mit  einem  bestimmten  Gewicht 
versehen  ist,  betrachten  wir  Polynome.  Jedes  Glied  eines 
solchen  hat  dann  ebenfalls  ein  bestimmtes  Gewicht.  Unter 
dem  Gewicht  des  Polynoms  versteht  man  dann  das  größte  Ge- 
wicht eines  Gliedes,  dessen  Koeffizient  von  Null  verschieden 
ist.  Besitzen  alle  Glieder  des  Polynoms  das  gleiche  Gewicht, 
so  heißt  das  Polynom  isöbar. 

Nach  dieser  Erklärung  haben  nun  Polynome,  welche  iden- 
tisch verschwinden,  kein  Gewicht;  reduziert  sich  ein  Polynom 
auf  eine  von  Null   verschiedene  Konstante,  so  ist  ihr  Gewicht 
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Null.  Sind  tv^  und  Wg  die  Gewichte  zweier  Polynome^  so  hat 
ihr  Produkt  das  Gewicht  w^  -{-  w^.  ^) 

Den  Begriff  des  Gewichtes  wenden  wir  jetzt  auf  den  Fall 
an,  daß  die  Veränderlichen  die  Koeffizienten  a^^  a^, . .  .  der 
Form 

/ (^1?  •  •  •  ^n'l   ^1?  ^2?  •  •  •) 

sind,  indem  wir  nebeneinander  n  verschiedene  Gewichtsbestira- 
mungen  für  die  a^  in  Betracht  ziehen,  wobei  diese  Bestim- 
mungen den  n  Veränderlichen  x^y  .  .  .  x^  zugeordnet  werden. 

Erklärung  1.     Dem  Koeffizienten  a^  des  Gliedes 
a^x/^x/^ '  •  •  X/n 
einer  Form  in  n  Veränderlichen  legen  tvir  in  hezug  auf  die  Ver- 
änderlichen x^yX^,...x^  der  Reihe  nach  die  Gewichte p^^p^j  -- -Pn  ^^^*- 

Bei  einer  binären  Form 

geben    die  Indizes    der  Koeffizienten    ihre    Gewichte   in   bezug 
auf  x^  an;  ihre  Gewichte  in  bezug  auf  x^  ergeben   sich   durch 
Subtraktion  der  Indizes  von  dem  Grade  der  Form. 
Bei  der  quadratischen  Form 

n 

^a,jX,x^ 

ist  das  Gewicht  irgend  eines  Koeffizienten  in  bezug  auf  Xj  Null, 
Eins  oder  Zwei,  je  nachdem  der  Index  j  im  Koeffizienten  nicht, 
einmal  oder  zweimal  vorkommt.^) 

Die  spezielle  lineare  Transformation 

\x,  =  x;         {i=i,  2, . .  •,i-  i,i  + 1,  •  •  •,  w) 

führt  einen  Koeffizienten  a-  vom  Gewicht  A  in  bezug  auf  Xj, 
der  also  einem  Gliede  mit  Xj^  angehört,  über  in 

a/  =  ¥a^. 

1)  Der  Begriff  Grad  eines  Polynoms  erweist  sich  als  spezieller  Fall 
des  Begriffes  Gewicht,  wenn  man  allen  Veränderlichen  das  gleiche  Ge- 
wicht 1  beilegt.  Isobare  Polynome  vereinfachen  sich  dann  zu  homo- 
genen Polynomen. 

2)  Für  Formen  höheren  Grades  kann  ebenfalls  eine  Bezeichnung 
der  Koeffizienten  vermittels  mehrerer  Indices  angewendet  werden,  so  daß 
das  Gewicht  jedes  Koeffizienten  ohne  weiteres  aus  den  Indizes  abgelesen 
werden  kann. 
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Somit  gilt: 

Satz  1.  Das  Gewicht  eines  Koeffizienten  einer  Form  in 
n  Veränderlichen  in  hezug  auf  Xj  ist  der  Exponent  der  Potenz 
von  h,  mit  der  sich  dieser  Koeffizient  hei  der  speziellen  Trans- 
formation (1)  multipliziert. 

Ein  isobares  Polynom  vom  Gewicht  X  in  bezug  auf  Xj 
in  den  Koeffizienten  (a^,  «g,  .  .  .)  einer  Form  in  n  Veränder- 
lichen multipliziert  sich  daher  bei  der  speziellen  Transforma- 
tion (1)  mit  ¥. 

Auch  die  ümkehrung  gilt.  Sind  nämlich  a^j  a^', ...  die 
Koeffizienten  der  durch  (1)  transformierten  Form  in  n  Ver- 
änderlichen, und  ist  (p{a^,  a^,  . .  .)  ein  nicht  identisch  ver- 
schwindendes Polynom  von  der  Eigenschaft 

wobei  diese  Identität  für  Ä;  und  alle  a  besteht,  so  ist  qp  isobar 
vom  Gewicht  X.  Um  dies  zu  beweisen,  ordnen  wir  die  Glieder 
von  qp  nach  ihrem  Gewicht: 

WO  die  qPi,  qp2j  •  •  •  isobar  vom  Gewicht  X^,X^,...  sind. 
Dann  haben  wir 

9)(a/,  a^, .  .  .)  =  /i'^g^iK,  ^2, .  .  .)  +  ^"^^92^;  %,...)  H 

Anderseits  ist  aber 

Durch  Vergleichung  der  rechten  Seiten  dieser  beiden  Identitäten 
folgt  nun 

A  =  Aj_  =  ^2  =  •  •  • 

Damit  haben  wir  den  Satz  gewonnen: 

Satz  2.  Kin  nicht  identisch  verschivindendes  Polynom  cp 
in  den  Koeffizienten  einer  Form  in  n  Veränderlichen  multipliziert 
sich  hei  der  speziellen  Transformation  (1)  dann  und  nur  dann 
mit  h^',  wenn  es  isohar  vom  Gewicht  X  in  hezug  auf  x^  ist. 

Dieser  Satz  zeigt,  daß  der  in  §  31  eingeführte  Sinn  des 
Wortes  Gewicht  sich  mit  dem  hier  erklärten  deckt.  Denn 
eine  ganze  rationale  Invariante  einer  Form  in  n  Veränderlichen, 
die  nach  §  31  das  Gewicht  X  besitzt,  multipliziert  sich  bei  der 
speziellen  Transformation  (1)  nur  mit  V-  und  muß  daher  nach 
Satz  2  isobar  vom  Gewicht  X  in  bezug  auf  x^  sein. 

B 6 eher,  höhere  Algebra  16 
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Mit  anderen  Worten: 

Satz  3.  Eine  ganze  rationale  Invariante  einer  Form  f,  die 
nach  §  31  das  Gewicht  X  besitzt,  ist  nach  den  ErUärungen  dieses 
Abschnitts  ebenfalls  vom  Gewicht  X  in  bezug  auf  jede  der  Ver- 
änderlichen x^  von  f  und  ist  in  bezug  auf  jede  der  Veränderlichen 
isoba/r. 

So  ist  die  Diskriminante 

%a^  —  a^^ 
der  binären  quadratischen  Form 

0       1      ~r~    ^  ^1  '^l  "^^      l~    Oia  OCa 

isobar  vom  Gewicht  2,  und  zwar  in  bezug  auf  x^  und  auch 
in  bezug  auf  x.^. 

Der  Leser  möge  auch  die  Diskriminante  der  allgemeinen 
quadratischen  Form  daraufhin  untersuchen. 

Alle  Betrachtungen  dieses  Abschnitts  lassen  sich  unmittelbar 
auf  den  Fall  ausdehnen,  wo  man  es  nicht  mit  einer  einzelnen 
Form,  sondern  mit  einem  Formensystem  zu  tun  hat.  Wir 
sprechen  nur  den  zu  Satz  3  analogen  besonders  aus: 

Satz  4.  Eine  ganze  rationale  Invariante  eines  Systems  von 
Formen,  die  nach  §  31  das  Gewicht  X  besitzt,  hat  auch  in  bezug 
auf  jede  Veränderliche  x^  des  Systems  das  Gewicht  X  und  ist  in 
bezug  auf  jede  dieser  Veränderlichen  isobar. 

Als  Beispiele  möge  der  Leser  die  Resultante  eines  Systems 
linearer  Formen  und  die  in  Kapitel  XII  und  XIII  entwickelten 
Invarianten  betrachten. 

Nach  Satz  5,  §  31  kann  das  Gewicht  einer  ganzen  ratio- 
nalen Invariante  nicht  negativ  sein.  Das  wird  jetzt  noch  klarer, 
da  ja  kein  Koeffizient  negatives  Gewicht  hat.  Aber  wir  können 
jetzt  mehr  aussagen: 

Satz  5.  Eine  ganze  rationale  Invariante  einer  Form  oder 
eines  Formensystems  kann  niemals  das  Gewicht  Null  besitzen, 
es  sei  denn,  daß  sie  sich  auf  eine  Konstante  reduziert. 

Denn  ein  Glied  der  Invariante,  dessen  Koeffizient  von  NuU 
verschieden  ist,  enthält  das  Produkt  einer  Anzahl  von  Koeffi- 
zienten des  Formensystems.  Da  keiner  dieser  Koeffizienten 
negatives  Gewicht  haben  kann,  so  ist  das  Gewicht  des  Gliedes 
mindestens  so  groß,  als  das  Gewicht  eines  dieser  Koeffizienten. 
Jeder  von  diesen   ist   aber   sicher  mindestens   vom  Gewicht  1 
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in  bezug  auf  eine  der  Veränderliclien.  Daher  ist  die  Invariante 
mindestens  vom  Gewicht  1  in  bezug  auf  eine  der  Veränder- 
lichen, und  somit  in  bezug  auf  jede  VeränderKclie. 

Um  schließlich  die  Betrachtungen  dieses  Abschnitts  auf 
Kovarianten  ausdehnen  zu  können,  haben  wir  folgende  ergän- 
zende Erklärung  nötig: 

Erklärung  2.  Sind  die  Systeme  der  Veränderlichen  (^i, . . .  y^) 
fe? •  •  •  ^n)f"  ^ogredient  zu  den  Veränderlichen  {x^,.. .  a;„)  eines 
Systems  von  Formen,  so  wollen  wir  den  y.,  z^,...  das  Gewicht  —  1 
in  hezug  auf  x^  'beilegen,  allen  übrigen  y  und  z  aber  das  Gewicht 
Null  in  bezug  auf  x.. 

Bei  der  speziellen  Transformation  (1)  multipliziert  sich 
auch  hier  jede  Veränderliche  mit  einer  Potenz  von  h,  deren 
Exponent  eben  das  Gewicht  dieser  Veränderlichen  ist.  Damit 
lassen  sich  die  bisherigen  Überlegungen  leicht  auf  diesen  Fall 
ausdehnen^) 5   so  gewinnen  wir  den  folgenden  Satz: 

Satz  6.  Eine  ganze  rationale  Kovariante  eines  Formen- 
systems und  eines  Systems  von  Punläen,  die  nach  §  31  vom  Ge- 
wicht l  ist,  besitzt  das  Gewicht  l  in  bezug  auf  jede  Veränder- 
liche des  Systems  und  ist  isobar  in  bezug  auf  jede  dieser  Ver- 
änderlichen. 

Als  Beispiel  führen  wir  an,  daß  die  Polarform 

%yi^i  +  0^1(2/1^2  +  2/2^1)  +  %«/2^2 

einer  binären  quadratischen  Form  isobar  vom  Gewicht  Null 
ist.  Das  gleiche  gilt,  wie  der  Leser  sich  selbst  klar  machen 
möge,  von  der  Polarform  der  allgemeinen  quadratischen  Form. 

80.  Geometrische  Eigenschaften.  Das  Prinzip  der 
Homogenität.  Wir  wissen  bereits  aus  der  elementaren  analy- 
tischen Geometrie,  daß  viele  geometrische  Eigenschaften  von 
ebenen  Kurven  und  von  Flächen  durch  das  Verschwinden  ganzer 
rationaler  Funktionen  der  Koeffizienten  ihrer  Gleichungen  zum 
Ausdruck  gebracht  werden  können.  Betrachten  wir  etwa  die  Fläche 

(1)  fix,  yy  z-,  a^,  ai,...)  =  0, 

wo    f   ein    Polynom    k^^"^    Grades    in    den    nicht  -  homogenen 


1)  Dabei  ist  auf  die  Anwesenheit  von  Gliedern  von  negativem  Ge- 
wicht Obacht  zu  geben. 

16* 
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Koordinaten  x^  y,  z  mit  den  Koeffizienten  a^^  a.-^^  .  .  .  bedeutet. 
In  der  Gleichung 

(2)  qdK,  a2,...)  =  0 

bedeute  ferner  9  ein  Polynom^  welches  in  den  Koeffizienten 
«1 ,  «2 , .  .  ,  mindestens  vom  ersten  Grade  ist.  Nach  Satz  3,  §  6 
gibt  es  unzählig  viele  Polynome  Ä;*®'^  Grades  in  {x,  y,  z),  deren 
Koeffizienten  die  Gleichung  (2)  erfüllen,  und  ebenso  unzählig 
viele,  die  es  nicht  tun.  Mit  anderen  Worten,  die  Polynome 
'k^^  Grades  in  (Xj  y,  z)  werden  in  zwei  Klassen  A  und  B  ge- 
teilt; die  Polynome  der  Klasse  A  erfüllen  sämtlich  die  Gleichung 
(2),  die  der  Klasse  B  erfüllen  sie  nicht.  Die  Gleichung  (2) 
ist  also  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  daß 
f  eine  gewisse  Eigenschaft  besitzt,  nämlich  die  Eigenschaft,  zur 
Klasse  A  zu  gehören. 

Man  sieht  aber  bereits  an  ganz  einfachen  Beispielen,  daß 
dieser  Eigenschaft  von  f  nicht  notwendig  eine  geometrische 
Eigenschaft  der  Fläche  (1)  zu  entsprechen  braucht.  Setzen 
wir  etwa  Ä'  =  1,  also 

/'=  a^x  -f  a^y  +  a^s  +  a^, 

und  betrachten  das  Polynom  in  den  a: 

(p  =  a^. 

Das  Verschwinden  von  a^  ist  die  notwendige  und  hin- 
reichende Bedingung  dafür,  daß  f  zur  Klasse  der  homogenen 
Polynome  ersten  Grades  in  (rr,  «/,  z)  gehört,  drückt  also  eine 
Eigenschaft  des  Polynoms  f  aus.  Die  Gleichung  a^  =  0  gibt 
aber  auch  eine  geometrische  Eigenschaft  der  Ebene  f=0  an; 
diese  läuft  durch  den  Koordinatenanfangspunkt. 

Jetzt  wählen  wir  statt  qp  das  Polynom 

Das  Verschwinden  von  cp^  ist  wieder  die  notwendige  und 
hinreichende  Bedingung  dafür,  daß  das  Polynom  f  eine  ge- 
wisse Eigenschaft  besitzt,  daß  nämlich  sein  konstantes  Glied 
den  Wert  1  hat.  Dagegen  werden  die  Ebenen  hier  nicht  in 
zwei  Klassen  geteilt,  denn  die  Gleichung  jeder  Ebene  (die  nicht 
durch  den  Koordinatenanfangspunkt  läuft)  kann  durch  Multi- 
plikation mit  einem  geeigneten  nicht  verschwindenden  kon- 
stanten Faktor  so  umgestaltet  werden,  daß  das  konstante  Glied 
den  Wert  1  erhält. 
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Wir  sehen  jedoch  aus  dem  Vorangegangenen,  daß  die  Aus- 
sage, eine  Fläche  habe  eine  gewisse  Eigenschaft ^  auf  dasselbe 
hinauskommt,  als  wenn  man  sagt,  sie  gehöre  einer  gewissen 
Klasse  von  Flächen  an^). 

Satz  1.  Die  Gleichung  (2)  gibt  dann  und  nur  dann  die 
notivendige  und  hinreichende  Bedingung  für  eine  geometrische 
Eigenschaft  der  Fläche  (1),  wenn  das  Polynom  cp  homogen  ist. 

Ist  nämlich  9  nicht  homogen,  so  können  wir  es  in  der 
Gestalt  schreiben 

WO  9^  ein  homogenes  Polynom  n^^^  Grades  ist,  und  die  übrigen 
cp  identisch  verschwinden,  oder  homogen  sind  und  den  Grad 
haben,  den  ihr  Index  angibt.  Jetzt  sei  a^,  a^, . . .  ein  Wertesystem 
der  a,  für  welches  g)^  und  wenigstens  eins  der  übrigen  cp  von 
NuU  verschieden  ist.  Dann  nimmt  für  die  Fläche 
(3)  f(x,  ij,  z-,   ca;,  ca^, . .  .)  =  0 

die  Bedingung  (2)  die  folgende  Gestalt  an: 

c>,K',  a;,  • . .)  +  c'^- V„-iK',  0^2';  •••)  +  ••• 

-f  cg)^(a^,  ttg',  •  •  •)  +  9PoK^  «2';  •  •  •)  =  ö- 
Diese  Gleichung  w*®^  Grades  in  c  hat,  da  ja  wenigstens 
ein  Koeffizient  nach  dem  ersten  von  Null  verschieden  sein  soU, 
mindestens  eine  Wurzel  q  =f=  0.  Andererseits  läßt  sich  ein 
Wert  ^2  4=  0  angeben,  der  nicht  Wurzel  der  Gleichung  ist. 
Die  Fläche  (3)  erfüllt  also  die  Gleichung  (2)  für  c  =  q  und 
erfüllt  sie  nicht,  wenn  c  =  c^  ist.  Nun  wird  aber  bei  einer 
Änderung  von  c  die  Fläche  (3)  nicht  geändert,  da  sich  ihre 
Gleichung  nur  mit  einem  konstanten  Faktor  multipliziert.  Ein 
und  dieselbe  Fläche  erfüllt  also  die  Bedingung  (2)  und  erfüUt 
sie  gleichzeitig  nicht.  Das  heißt,  wenn  cp  nicht  homogen  ist, 
drückt  die  Bedingung  (2)  keine  Eigenschaft  der  Fläche  aus. 
Jetzt  sei  cp  homogen  vom  *^*®^  Grade.  Mit  A  bezeichnen 
wir  wieder  die  Klasse  der  Polynome  /",  die  die  Bedingung  (2) 
erfüUen,  mit  E  die  Klasse  der  übrigen  f.  Wir  haben  jetzt 
also  zu  zeigen,  daß  dann  auch  die  Flächen  (1)  in  zwei  Klassen 
geteilt   werden,   d.  h.    sind   a^',  a^,  ...   die  Koeffizienten   eines 

1)  Diese  kurze  Auseinandersetzung  darf  man  nicht  als  einen  Ver- 
such ansehen,  den  Begriff  Eigenschaft  zu  definieren;  in  Wirklichkeit 
kann  keine  Klasse  ohne  Benutzung  irgend  einer  Eigenschaft  erklärt  werden. 
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Polynoms  der  Klasse  Ä  und  a^'\  a^',  ...  die  eines  Polynoms 
der  Klasse  B,  so  ist  nachzuweisen,  daß  die  beiden  Flächen 

f{x,  y,  z-,    a/,   <,  .  .  .)  =  0, 
f(x,  y,  z-,   a/;  a^\  .    .)  =  0 

nicht  zusammenfallen  können.  Fielen  sie  zusammen^  so  wären 
die  Koeffizienten  a^y  a^\  .  .  .  proportional  zu  a^'j  a^',  .  .  .  (Zu- 
satz zu  Satz  1,  §  76): 

rr  r  rr  r 

Daher  wäre  dann 

9(a/;  <; . . .)  =  c^qpK',  «s';  •  •  •)  • 

Das  ist  aber  nicht  möglich,  da  nach  Voraussetzung 

9(a/,  a^\  .  . .)  =  0,     9(a/',  «g'^  •  •  •)  +  ^ 

ist.     Damit  ist  unser  Satz  bewiesen. 

Er  läßt  sich  nach  verschiedenen  Richtungen  hin  verall- 
gemeinern. Zunächst  kann  statt  der  einen  einzigen  Fläche  (1) 
ein  System  algebraischer  Flächen  gegeben  sein,  wobei  dann  (p 
ein  Polynom  in  den  Koeffizienten  aller  dieser  Flächen  ist. 
Genau  dieselben  Überlegungen  wie  vorhin  zeigen  dann,  daß 
die  Gleichung  9  =  0  die  notwendige  und  hinreichende  Be- 
dingung für  das  Vorhandensein  einer  geometrischen  Eigenschaft 
des  Flächensystems  dann  und  nur  dann  ist,  wenn  9  in  den 
Koeffizienten  jeder  einzelnen  Fläche  homogen  ist. 

Unter  Benutzung  homogener  Koordinaten  finden  wir  genau 
dieselben  Ergebnisse: 

Satz  2.  Gegeben  sei  ein  System  homogener  Polynome  in 
(x  :y  :  z  :  t) 

t\{x,  y,  Z,  t-,   «1,  «2;  •  •  •);    /aC^j  yy  ^i  ^''>   hr  h,  •  .  O^  •  •  • 

mit  den  Koeffizienten  a^,  a^,  .  .  .-^  h)  hy  -  - -'•>  •  • -5  ß^^^^  ^«^ 
Polynom 

(p{a^,  a^,  .  .  .-,  &i,  62,  .  .  .;  .  .  .) 

in  den  a,  6,  .  .  . .  Dann  drückt  die  Gleichung  (p  =  0  die  not- 
wendige und  hinreichende  Bedingung  dafür,  daß  das  System  der 

Flächen 

h-o,    f,  =  0,... 

eine  geometrische  Eigenschaft  besitzt,  dann  und  nur  dann  aus, 
wenn  das  Polynom  cp  homogen  in  den  a,  homogen  in  den  b,.. .  ist. 
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Alle  Ergebnisse  dieses  Absclmitts  gelten  unverändert  für 
algebraische  Kurven  in  der  Ebene;  ebenso  auch  im  Räume 
von  beliebig  vielen  Dimensionen. 

Übung 

In  Satz  2  sei  außer  den  Flächen  f^  =0,  f^  =0,  .  .  .  noch  ein  Sy- 
stem von  Punkten 

(x,:y^:Z,:t^),     (x,^  :y^  :  z^  :t^),  .  .  . 

gegeben;    femer  enthalte  das  Polynom  cp  außer  den  a,  &, . . .  auch  noch 
die  Koordinaten  dieser  Punkte, 

Die  Gleichung  qp  =  0  gibt  die  notwendige  und  hinreichende  Be- 
dingung für  das  Vorhandensein  einer  geometrischen  Eigenschaft  des 
Systems  der  Flächen  und  Punkte  dann  und  nur  dann,  wenn  qp  homogen 
ist,  in  bezug  auf  die  a  allein,  die  b  allein  usw.,  homogen  ferner  in 
bezug  auf  (x^ ,  y^,  z^,  \)  allein,  (x^ ,  2/2 ,  z^i  t^)  allein  usw. 

81.  Homogene  Invarianten.  Aus  dem  vorangegangenen 
Abschnitt  geht  hervor,  daß  die  ganzen  rationalen  Invarianten, 
die  für  geometrische  Anwendungen  in  Betracht  kommen,  ho- 
mogen in  den  Koeffizienten  jeder  einzelnen  Grundform  sind.^) 
Solche  Invarianten  nennen  wir  homogene  Invarianten. 

Alle  bisher  betrachteten  Invarianten  gehören  zu  dieser  Art. 

Eine  wichtige  Beziehung  zwischen  dem  Gewicht  und  den 
verschiedenen  Gradzahlen,  die  in  einer  homogenen  Invariante 
vorkommen,  liefert  folgender  Satz: 

Satz  1.     Das  Gewicht  X  der  homogeyien  Invariante 

^K;  0^27  •  •  •;  \^  ^2?  •  •  •;  •  •  •) 

1)  Diese  Behauptung  darf  nicht  buchstäblich  verstanden  werden. 
Richtig  ist  sie,  wenn  bei  der  geometrischen  Anwendung  die  Veränder- 
lichen als  homogene  Koordinaten  gedeutet  werden  und  man  sich  mit 
den  geometrischen  örtem  befaßt,  die  durch  Nullsetzen  der  Grundformen 
entstehen.  Es  sind  aber  noch  andere  geometrische  Auffassungen  mög- 
lich.    Deuten  wir  etwa  in  den  binären  quadratischen  Formen 

die  (rc,  y)  als  inhomogene  Koordinaten  in  der  Ebene  und  betrachten  die 
Kegelschnitte   /"^  =  l ,  /"^  =  1 ,    so   hat   das  Verschwinden   der  Invariante 

«i«8  — «s'  +  ^^s  — ^' 
eine  geometrische  Bedeutung,    obwohl   sie   nicht   homogen  in  bezug  auf 
die  a  allein  oder  in  bezug  auf  die  &  allein  ist. 
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des  Systems  der  Formen  in  n  Veränderlichen 


(1) 


ist  durch  die  Gleichung 

(2)  m^a  -\-  ni^ß  -\-  ■  '  ■  =  nl 

gegeben^  wo  nii  den  Grad  von  f.  bedeutet  und  cc  der  Grad  von  I 

in  den  a,  ß  der  Grad  von  I  in  den  h  usw.  ist. 

Unterwerfen  wir  die   Formen   (1)    der  linearen   Transfor- 
mation 

x^  =  c^^x^  +  •  •  •  +  c^^x^ 

(3) 


von  der  Determinante  c,  so  erhalten  wir  die  neuen  Formen 
fiipc^  y  .  .  .  x^  \   a^,  a^y .  .  .) 

/  2  (^1  7  •  •  •  ^«  5     ^1  7    ^2  7  •  •  0 


und    da  nach  Voraussetzung  /  eine    Invariante   vom   Gewicht 
A  sein  soll,  so  ist 

(4)     l(a/,  <, . . .;  &/,  V,  ...;...)  =  c'-l{a^,  a,,. .  .',h„  b^,. ..-,.. .). 

Jedes  a  ist  ein  homogenes  Polynom  in  den  c-j  vom  Grade 
% ,  jedes  b'  vom  Grade  m^  usw. ;  da  nun  I  selbst  homogen  vom 
Grade  a  in  den  a,  vom  Grade  ß  in  den  b  usw.  ist,  so  ist  die 
linke  Seite  von  (4)  ein  homogenes  Polynom  vom  Grade 
m^a  4-  m,^ß  +  •  *  •  in  den  c^^.  Andrerseits  muß,  wie  aus  der 
Betrachtung  der  rechten  Seite  folgt,  der  Grad  in  den  c^^.  gleich 
nX  sein,  und  damit  ist  unser  Satz  bewiesen. 

Eine  weitere  Ursache  der  großen  Bedeutung,  die  die  ho- 
mogenen Invarianten  besitzen,  kann  darin  gefunden  werden, 
daß  die  inhomogenen  ganzen  rationalen  Invarianten  sich  aus 
ihnen  aufbauen  lassen: 

Satz  2.  Wird  eine  ganze  rationale  Invariante  I  des  Sy- 
stems (1)  in  der  Gestalt 

1=^1,  +  !,+ ■■■  +  !, 
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geschrieben,  wobei  jedes  I,  aber  nicht  die  Summe  zweier  I, 
ein  Polynom  bedeutet,  welches  homogen  in  bezug  auf  die  a  allein, 
die  b  allein  usw.  ist,  so  ist  jede  der  FunJäionen 

1^,  l^,  .  .  .  1^ 

eine  homogene  Invariante  des  Systems  (1). 

Dieser  Satz  folgt   unmittelbar  aus  der  Erklärung  der  In- 
varianten.    Aus  der  Identität 

=  c^[I,(a„a„...',b„b„... ',...) 

gehen  nämlich  die  folgenden  hervor: 


M(^i,  <;  •  •  •;  Wy  h\  ...;...)  =  <^^äK?  «2.  •  •  •;  h,  &2.  •••;•••)  • 

Für  den  FaU  einer  einzigen  Form  in  n  Veränderlichen, 
und  nur  für  diesen  Fall,  gilt  der 

Satz  3.  Eine  ganze  rationale  Invariante  einer  einzelnen 
Form  in  n  Veränderlichen  ist  stets  homogen. 

I  sei  die  Invariante  und 

/ (^i;  •  •  •  ^n'l   ^17  ^2?  •  •  •) 

die  Grundform.     Nach  Satz  2  können  wir  setzen: 

wo  die  /  rechts  homogene  Invarianten  sind-  ihre  Gradzahlen 
in  bezug  auf  die  a  seien  der  Reihe  nach  c^j,...«^.  Ihr  ge- 
meinsames Gewicht,  auch  das  Gewicht  von  I,  nennen  wir  X. 
Bezeichnen  wir  endlich  den  Grad  von  f  mit  m,  so  ist  nach 
Satz  1: 

m«i  =  nA,  ma.^  =  nX,  .  .  .,  maj.=  l^A; 

da  m  >  0,  so  folgt 

^1  =  ^2  =  •  •  •  =  c^;t> 
d.  i.  aUe  I  rechts  besitzen  denselben  Grad;  mit  andern  Worten, 
I  ist  homogen. 

Satz  4.  Die  Gleichung  (p  =  0,  wo  (p  ein  Polynom  in  den 
Koeffizienten   eines   Systems    von   Formen    in   n  Veränderlichen 
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/*!,  /*2,  ...  bedeutet,  gibt  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung 
für  das  Vorhandensein  einer  projektiven  Eigenschaft  des  Systems 
der  geometrischen  Orter 

A  =  o, /;=o, ... 

im  Baume  von  n  —  1  Dimensionen  dann  und  nur  dann,  wenn 
cp  eine  homogene  Invariante  des  Systems  der  Formen  f  ist. 

Ist  cp  eine  homogene  Invariante,  so  gibt  ihr  Verschwinden 
nach  §  80  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  für 
eine  geometrische  Eigenschaft;  projektiver  Art  muß  sie  sein, 
da  bei  nicht-singulärer  KoUineation  der  geometrischen  Orter  (p 
sich  nur  mit  einem  nicht  verschwindenden  konstanten  Faktor 
multipliziert. 

Jetzt  sei  qp  =  0  die  notwendige  und  hinreichende  Be- 
dingung für  eine  projektive  Eigenschaft;  dann  ist  zu  beweisen, 
daß  cp  eine  Invariante  ist  (homogen  muß  sie  nach  §  80  sein). 
Mit  a^ja^,...  bezeichnen  wir  die  Koeffizienten  von  f^,  mit 
b^yb^,...  die  von  f^,  usw.;  die  lineare  Transformation 

/  .  .  f 

^1  =  ^11  ^1    +  •  •  •  +  ^in^n 


(5) 


führe  ferner  f^  in  /*/  mit  den  Koeffizienten  a/,  a^,  •  •  ,  /i  "^  f^ 
mit  den  Koeffizienten  &/,  b^',  . . .  über  usw.  Bildet  man  das 
Polynom  cp  für  die  transformierten  Formen: 

(p{a^,  a^,  ...;  ?>/;  V?  •••;•••)? 
so  bemerkt  man,   daß   es   als  Polynom   in  den  a,b,  ...  und  c^^ 
angesehen  werden  kann,   da  ja  die  a    und  b'  Polynome  in  den 
a,b, ...  und  c^j  sind.     Wir   zerspalten   es  in  seine  irreduziblen 
Faktoren : 

(6)      qp(a/,a2', ...;&/, ?>2 ',...;  ...)  =  ^i(ai,a2,...;  b^,b^y...'^  •••r<^ii?  •••^«J 

9^k(^i)f^27 •■■'■)  \}h}--':  •••j'^ii?  •-•^nJ- 

Wenigstens  ein  Faktor  rechts  muß  die  c^j  wirklich  ent- 
halten. Ist  cp^  ein  solcher  Faktor,  so  ordnen  wir  ihn  so,  daß 
er  als  Polynom  in  den  c.j,  dessen  Koeffizienten  also  Polynome 
in  den  a,  b  usw.  sind,  erscheint.    Einer  dieser  Koeffizienten  sei 

^{a^,a^^,  ...;  b^,  b^,  ...;  ...), 
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und  wir  setzen  voraus,  daß  i^  nicht  identisch  verschwindet  und 
daß  das  Glied,  in  dem  ip  als  Koeffizient  vorkommt,  in  wenig- 
stens einem  der  c^j  von  mindestens  erstem  Grade  ist.  Dann 
kann  man  den  a^h,  . . .  solche  Werte  A,By...  geben,  daß  weder 
(p  noch  i)  verschwindet,  und  es  läßt  sich  eine  Umgebung  N 
des  Punktes 

{A^,  A^j . . .;  B^,  B2, ..  .5  .. .) 

angeben,  in  der  überall 

(7)  9(^1,  »2,...;  \,\,...',  ...)  +  0, 

(8)  T/;(ai,a2, ...;  \,\,...',  ...)4=0. 

Jetzt  beschränken  wir  die  a^h,  ...  auf  die  Umgebung  N 
und  fragen,  wann  9?^  verschwinden  kann.  Aus  (6)  folgt,  daß 
dann  cp  für  die  transformierten  Orter  verschwinden  muß;  aus 
(7),  daß  q)  für  die  ursprünglichen  Orter  von  Null  verschieden 
ist.  Da  aber  nach  Voraussetzung  das  Verschwinden  von  cp  die 
notwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  eine  projektive 
Eigenschaft  ist,  so  muß  eine  Transformation  (5),  die  ein  von 
Null  verschiedenes  cp  zum  Verschwinden  bringt,  singulär  sein. 
Das  heißt  also:  Sofern  die  a,h,  .  .  .  in  der  Umgebung  N  an- 
genommen werden,  ist  die  Transformationsdeterminante  c  von 
(5)  gleich  Null,  sobald  (p^  verschwindet.  Für  beliebige  Werte 
von  a,  b,  .  .  .  in  der  Umgebung  N  ist  cp^  ein  Polynom  in  den 
c^jj  welches  nach  (8)  mindestens  vom  ersten  Grade  ist  und  da- 
her für  geeignet  gewählte  Werte  der  c^j  verschwindet.  Ein 
zu  Satz  8,  §  76  analoger  Satz  für  mehr  als  drei  Veränderliche 
liefert  jetzt,  daß  95^  ein  Faktor  der  Determinante  c  ist.  Nach 
Satz  1,  §  61  ist  aber  die  Determinante  irreduzibel,  und  daher 
ist  9i  einfach  ein  konstantes  Vielfaches  von  c. 

Auf  die  übrigen  Faktoren  rechts  in  (6),  die  in  den  c-j 
mindestens  vom  ersten  Grade  sind,  lassen  sich  dieselben  Schluß- 
folgerungen anwenden;  dadurch  geht  die  Identität  (6)  über  in 

(9)  9?(a/,  <, . . .;  V;  62',  ...;...)  =  c^xia^,  a^,  • . .;  b^,  b^,...].. .), 

wo  X  keins  der  c^j  mehr  enthält.  Um  %  zu  bestimmen,  legen 
wir  den  c^j  die  Werte  0,  1  bei,  durch  die  (5)  zur  identischen 
Transformation  wird.  Dann  werden  die  a',  b\..  zu  a,  b, ...  und 
c  ist  gleich  Eins;  aus  (9)  folgt  dann 

9^K;  (^2>  •  •  •;  h,  62, ...;...)  =  x{^i^  «2?  •  •  •;  ^1'  h>"-i-'  •)• 
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Setzen  wir  hieraus  den  Wert  für  %  in  (9)  ein,  so  sehen 
wir,  daß  9  wirklich  eine  Invariante  ist. 

Um  jedes  Mißverständnis  auszuschließen,  hemerken  wir, 
daß,  sobald  wir  melirere  Gleichungen  9)^  =  qpg  =  •  •  •  =  0  haben, 
wo  die  (p  Polynome  in  den  Koeffizienten  der  Formen  f^  sind, 
diese  Gleichungen  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung 
für  eine  projektive  Eigenschaft  der  Orter  fi=  0  auch  liefern 
können,  wenn  die  cp  keine  Invarianten  sind.  So  besteht  die 
notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  daß  die  beiden 
Geraden 

\x^-}-  &2^2+  ^3%=  ö 
zusammenfallen,    in  dem  Verschwinden   der  drei  zweireihigen 
Determinanten  der  Matrix 

«1     »2     a 

\     \     t 

von  denen  aber  keine  eine  Invariante  ist.  Die  notwendige  und 
hinreichende  Bedingung  für  das  Zerfallen  einer  Fläche  2.  Ord- 
nung in  zwei  getrennte  oder  zusammenfallende  Ebenen  ist  das 
Verschwinden  aller  dreireihigen  Determinanten  ihrer  Matrix, 
die  ebenfalls  keine  Invarianten  sind. 

In  diesem  Falle  können  wir  die  fragliche  Bedingung  aber 
durch  das  identische  Verschwinden  einer  Kontravariante  dar- 
stellen, nämlich  der  Adjungierten  der  quadratischen  Form. 
Wenn  eine  einzige  Gleichung  ^  =  0  nicht  ausreicht,  um  eine 
projektive  Beziehung  auszudrücken,  so  hat  man  im  allgemeinen 
die  Bedingung  durch  das  identische  Verschwinden  einer  Ko- 
variante  oder  Kontravariante  auszudrücken;  vorkommen  kann 
es  aber  auch,  daß  man  zwei  oder  mehr  verschwindende  In- 
varianten benutzen  kann;  vgl.  Übung  6,  §  90. 

Übungen 

1.  Besteht  das  System  in  Satz  1  nicht  nur  aus  den  Grundformen  (1), 
sondern  auch  aus  Punkten 

(2/1,  •••  2/n).    (^o  •••^«).    •••. 

und  liegt  eine  Kovariante,  nicht  eine  Invariante,  vom  Gewicht  X  vor, 
die  in  den  a  den  Grad  a,  den  Grad  ß  in  den  b  usw.,  den  Grad  ri  in 
den  y,  den  Grad  ^  in  den  z  usw.  besitzt,  so  ist 
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2.  Satz  2  soll  auf  Kovarianten  ausgedehnt  werden.  Kann  auch 
Satz  3  in  dieser  Weise  verallgemeinert  werden? 

3.  Satz  4  soll  für  Kovarianten  erweitert  werden. 

4.  Der  Grad  einer  ganzen  rationalen  Invariante  einer  einzelnen 
binären  Form,  deren  Grad  ungerade  ist,  ist  eine  gerade  Zahl. 

5.  Das  Gewicht  einer  ganzen  rationalen  Invariante  einer  einzigen 
binären  Form  kann  nicht  kleiner  sein  als  der  Grad  der  Form. 

6.  Die  Bedingung  dafür,  daß  zwei  Gerade  (zwei  Ebenen)  zusammen- 
fallen, soll  durch  das  identische  Verschwinden  einer  Kovariante  oder 
Kontravariante  dargestellt  werden. 

7.  Ein  Polynom  in  den  Koeffizienten  eines  Systems  von  Formen 
in  n  Veränderlichen,  welches  homogen  in  den  Koeffizienten  jeder  dieser 
Formen  ist  und  bei  linearer  Transformation  von  der  Determinante  -f  1 
ungeändert  bleibt,  ist  eine  Invariante  des  Formensystems. 

8.  Verallgemeinere  Übung  7  für  Kovarianten. 

82.  Resultante  und  Diskriminante  binärer  Formen. 

Deutet  man  (x-^ :  x<^  als  homogene  Koordinaten  im  Räume  einer 
Dimension,  so  stellen  die  Gleichungen,  die  durch  NuUsetzen 
der  beiden  binären  Formen 

fyOO^j  X2)  ^  GqX^  ~\-  ü^x^  X2  -r  '  '  '  -r  (^^^^  j 
cp{x,,  X2)  =  60^1-  +  hx,-^-'x2  +  •  •  •  +  h„^x,-^ 
gewonnen  werden,  Scharen  von  Punkten  auf  einer  Geraden 
dar.  Die  durch  die  Gleichung  /'  =  0  dargestellten  Punkte  bilden 
die  NuUsteUen  der  linearen  Faktoren  von  /";  entsprechendes 
gilt  für  q).  In  demselben  Punkte  verschwinden  zwei  binäre 
lineare  Formen  dann  und  nur  dann,  wenn  sie  proportional 
sind-,  die  Orter  der  Gleichungen  /"=  0,  (p  =  0  haben  also  dann 
und  nur  dann  gemeinsame  Punkte,  wenn  f  und  cp  einen  gemein- 
samen Faktor  besitzen,  der  sich  nicht  auf  eine  Konstante  reduziert. 

Nach  §  72  ist  daher  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung 
dafür ^  daß  die  beiden  Örter  f=0,  (p  =  ö  einen  PunM  gemeinsam 
haben  j  das  Verschwinden  der  Resultante  R  der  binären  Formen  fimd  cp. 

Diese  Eigenschaft  ist  aber  projektiver  Art.  Aus  Satz  4, 
§  81  folgt  also: 

Satz  1.  Die  Resultante  zweier  binärer  Formen  ist  eine 
homogene  Invariante  des  Formenpaares. 

Die  in  §  68  gegebene  Determinantenform  für  R  zeigt,  daß 
R  in  den  a  den  Grad  m,  in  den  b  den  Grad  n  besitzt.  Aus 
Gleichung  (2),  §  81  folgt  jetzt 

k  =  mn. 
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(1) 


Satz  2.  Das  Gewicht  der  Resultante  zweier  binärer  Formen 
ist  gleich  dem  Produkt  ihrer  Gradsahlen. 

Zu  einer  wichtigen  Invariante  einer  einzelnen  binären  Form 
führt  uns  folgende  geometrische  Überlegung: 

Die  Form  n*®"  Grades  /",  die  nicht  identisch  verschwindet, 
zerlegen  wir  in  ihre  linearen  Faktoren  (Formel  (4),  §  65): 

K^iy  ^2)  =  («/'^i  -  «i'^2)(«2"^i  -  ^2^2)  '  '  ■  (««"^1  -  <^2)- 

Sind  keine  zwei  dieser  linearen  Faktoren  zueinander  pro- 
portional, so  stellt  die  Gleichung  f=ö  n  getrennte  Punkte 
dar.  Sind  jedoch  lineare  Faktoren  zueinander  proportional,  so 
sagt  man,  f  habe  einen  mehrfachen  linearen  Faktor;  dann 
fallen  zwei  oder  mehr  der  n  durch  die  Gleichung  /  =  0  ge- 
gebenen Punkte  zusammen.  Wir  wollen  untersuchen,  wann 
das  eintritt. 

Dazu  bilden  wir  die  partiellen  Ableitungen: 

Ol  fr  /        ff  f        \  /ff  f        \ 

^  =  «1    («2   Xi  —  «2  ^J  .  .  .  (a„   x^  -  a^  x^) 

H-  a^\a^'x^  —  a(x^(a^'x^  —  a^x^  .  .  .  {aJl' x^  —  a^x^ 

+ H  <X«i"^i  -  «i'^2)  •  •  •  «-1^1  -  <-1^2); 


-  c^a'C^i'^i  -  c^iX^){a^'x^  —  a^ x.)  .  .  .  {a^' x^  -  a^x^) 

Diese  Gleichungen  zeigen,  daß  ein  mehrfacher  linearer 
Faktor  von  f  in  beiden  partiellen  Ableitungen  als  Faktor  vor- 
kommt. 

Haben  umgekehrt  die  partiellen  Ableitungen  einen  ge- 
meinsamen linearen  Faktor,  so  tritt  dieser  auch  in  f  auf  nach 
dem  Eulerschen  Satze  für  homogene  Funktionen: 

df    ,         df  ^ 


den  man  sofort  aus  den  beiden  Identitäten 

(2) 

ableiten  kann 


//_  =  w^oV'  +  {n  -  \)a^x^^-H^  -!-•••  +  a„_i^2""' 
^f  =  a^iCi^-i  4-  2a2 V"^^2  H ^  na^x^''-'^ 


82.  Diskriminante  einer  binären  Form  255 


Nach  (1)  kann  aber  ein  linearer  Faktor  von  f  nur  dann  in 
S^~  vorkommen,  wenn  er  mehrfacher  Faktor  von  f  ist: 

Satz  3.  I)ie  Form  f  hat  dann  und  nur  dann  einen 
mehrfachen  linearen  Faktor y  wenn  die  BesuUante  von  t^ — -  und 
7^  verschwindet. 

7)  -f  7)  f 

Erklärung.     Die  Resultante  von  ^-  und  ^ —  heißt  Bis- 

V  X-^  0  x^ 

hriminante  von  f. 

Nach  den  Formeln  (2)  kann  die  Diskriminante  von  f  als 
Determinante  2n~2^^''  Ordnung  dargestellt  werden,  deren 
Elemente,  soweit  sie  nicht  verschwinden,  numerische  Vielfache 
der  Koeffizienten  a^ja^,  ...a^  von  f  sind.  Mit  anderen  Worten, 
die  Diskriminante  ist  ein  Polynom  in  den  a.  Außerdem  gibt 
ihr  Verschwinden  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung 
für  eine  projektive  Eigenschaft  des  Ortes  f  =0  (mindestens 
zwei  seiner  Punkte  fallen  zusammen).  Nach  Satz  4,  §  81  ist 
die  Diskriminante  demnach  eine  homogene  Invariante,  deren 
Grad  und  Gewicht  sich  leicht  bestimmen  lassen.  So  gewinnen 
wir  den  Satz: 

Satz  4.  Die  Diskriminante  einer  binären  Form  n*^^  Grades 
ist  eine  homogene  Invariante  dieser  Form  vom  Grade  2(n  —  1) 
und  Gewicht  n{n  —  1). 

Zuweilen  pflegt  man  die  Diskriminante  etwas  anders  zu 
erklären.  Man  schreibt  die  binäre  Form  f  nicht  in  der  obigen 
Gestalt  mit  den  Koeffizienten  aQj  a^,  .  .  .  a„,  sondern  unter  Ein- 
führung der  Binomialkoeffizienten  folgendermaßen: 

l\X-^,  x^)  ^  aQX^   -\-  na^x^       ^2  H        0^      0^2^!       x^   +  •  •  • 
Dann  gelten  die  Gleichungen: 

1 Ä  ^  »0^'"" ' + (» - 1)  «I  ^t'-'^^ + ^"~^^jr~^a,v-°^.^ + 

und  man  erklärt  die  Diskriminante  von  f  als   die   Resultante 
dieser  beiden  binären  Formen.     Sie  ist  ein  Polynom  in  den  a, 
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welches  sicli  von  der  oben  erklärten  Diskriminante  nur  durch 
einen  konstanten  Faktor  unterscheidet;  Satz  3  und  4  gelten 
noch.  Die  neue  Erklärung^  auf  binäre  quadratische  Formen 
angewandt,  liefert  genau  das,  was  wir  in  früheren  Kapiteln 
dieses  Buches  als  Diskriminante  dieser  quadratischen  Form  be- 
zeichnet hatten. 

Übungen 

1.  Die  Resultante  R  zweier  binärer  Formen  vom  Grade  n  bzw.  m 
ist  irreduzibel. 

[Für  &o  =  ^  i^^  ^  gleicb  der  mit  a^  multiplizierten  Resultante 
zweier  binärer  Formen  vom  Grade  n  bzw.  m  —  1.  Man  hat  also  zu  zeigen, 
daß  jB  irreduzibel  ist,  wenn  die  letztgenannte  Resultante  es  ist.  Schluß 
von  n  —  1  auf  n.     Zuerst  Untersuchung  für  n  =  1,  m  =  l.j 

2.  Nach  den  Methoden  des  letzten  Kapitels  ist  zu  zeigen,  daß  die 
geränderten  Determinanten  in  Kapitel  XII  Invarianten  vom  Gewicht  2  sind. 

3.  Die  BezoutsohQ  Eliminationsmethode  wird  zuweilen  folgender- 
maßen erklärt: 

Der  Ausdruck 

f{oo)cp{y)  —  ^>{x)f{y), 

in  welchem  f  und  qp  Polynome  in  x  vom  Grade  n  sind,  verschwindet 
unabhängig  von  y  für  solche  Werte  von  x^  für  die  f  und  cp  gleichzeitig 
verschwinden.  Da  er  für  x  =  y  verschwindet,  ist  er  durch  x  —  y  teilbar. 
Der  Ausdruck 

F(x,  y)  =  f(^)^(y^-^('^)f(y^ 

X      y 

ist  daher  ein  Polynom  vom  Grade  n  —  1  in  x,  welches  für  alle  Werte 
von  y  verschwindet,  wenn  x  eine  gemeinsame  Nullstelle  von  f  und  cp 
ist.     Ordnet  man  nach  Potenzen  von  y,  so  erhält  man: 

+  y\c,,-{-c,,x-{-  c,,x'-{ h  c,,^_i^«-i) 

+ 

Soll  diese  Funktion  unabhängig  von  y  verschwinden,  so  muß  der 
Koeffizient  jeder  Potenz  von  y  verschwinden.  Das  liefert  n  Gleichungen, 
aus  denen  die  n  Größen  1,  x,  x^, . . .  x^~^  eliminiert  werden  können.  So 
erhält  man  die  Resultante  in  Determinantenform: 


B== 


'n-1,0  ^n-1  i  •  '  •  ^n-1  n-1 
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Die  Hilfsfunktion  F  liefert  also  in  diesem  Falle  die  Resultante  als 
Determinante  n**"^  Ordnung,  während  sie  nach  dem  Sylvesterschen  Ver- 
fahren als  2n-reihige  Determinante  dargestellt  wurde. 

Diese  Entwicklung  soll  kritisch  untersucht  und  korrekt  ausgesprochen 
werden.     Anwendung  auf  den  Fall  homogener  Veränderlicher. 

4.  Sind  die  Polynome  f  und  cp  vom  Grade  n  bzw.  m  in  (ic,  y)  re- 
lativ prim,  so  können  die  Kurven  /"=  0  und  (p  =  0  höchstens  mn  Schnitt- 
punkte haben. 

[Zuerst  zeige  man,  daß  die  Koordinatenachsen  so  gewählt  werden 
können,  daß  keine  zwei  Schnittpunkte  dieselbe  Abszisse  haben,  und  daß 
die  Gleichungen  der  beiden  Kurven  nach  dieser  Transformation  vom 
Grade  n  bzw.  m  in  y  allein  sind.  Aus  diesen  beiden  Gleichungen  eli- 
miniert man  y  nach  der  Methode  von  Sylvester.] 

5.  Jede  ganze  rationale  Invariante  der  binären  kubischen  Form  ist 
ein  konstantes  Vielfaches  einer  Potenz  der  Diskriminante. 

[Man  zeigt  zuerst,  daß  jede  binäre  kubische  Form  von  nicht  ver- 
schwindender Diskriminante  durch  eine  nicht -singulare  lineare  Trans- 
formation auf  die  Normalform  x^^  —  x^^  gebracht  werden  kann.  Dann 
vgl.  §  48.]. 


B 6 eher,  höhere  Algebra  .  j7 
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Kapitel  XVIII 
Symmetrische  Polynome 

83.  Crruudbegriffe.  Z-  und  ;Sf-Fuuktioueu.  Erklärung  l. 

Ein  Polynom  F(x^,  •  •  •  ^J  ^(^ßi  symmetrisch,  wenn  es  bei  allen 
Vertauschungen  der  Veränderlichen  (x^, . . .  xj  ungeändert  bleibt. 
Um  zu  zeigen,  daß  ein  Polynom  symmetrisch  ist,  braucht 
man  indessen  nicht  aUe  Permutationen  der  Veränderlichen  zu 
betrachten;  es  genügt  bereits  nachzuweisen,  daß  es  bei  der 
Vertauschung  der  Veränderlichen  jedes  Paares  ungeändert 
bleibt,  denn  jede  Permutation  (x^,  ^t,  •  •  •  ^^  kann  aus  (a^i,  o^g, . . .  ^„) 
durch  aufeinanderfolgende  Vertauschungen  von  nur  je  zwei 
Elementen  x  gewonnen  werden.  Ist  nämlich  a  =h  1 ,  so  ver- 
tauscht man  x  mit  x,,  dann  vertauscht  man  das  zweite  Ele- 
ment  der  so  erhaltenen  Permutation  mit  iCg  usf.  So  ergibt 
sich  also: 

Satz  1.  Eioi  Polynom  ist  dann  und  nur  dann  symmetrisch, 
wenn  es  bei  Vertauschung  zweier  beliebiger  Veränderlicher  un- 
geändert bleibt. 

Eine  besonders  wichtige  Art  symmetrischer  Polynome 
bilden  die  27- Funktionen,   die  folgendermaßen   erklärt  werden: 

Erklärung  2.  Das  Zeichen  U  vor  einem  Ausdruck  be- 
deutet die  Summe  aller  Ausdrücke,  die  man  aus  dem  gegebenen 
durch  alle  möglichen  Vertauschungen  der  Indices  gewinnt. 

So  bedeutet 

2x^"x^^  =  Xi^'x/  -f  x^^'x./  H h  Xi'^x/ 

+  x^^x/  +  ^2"  V  -h  •  •  •  +  ^2"^/ 

4- («  +  ^) 

+  x/x.i"  +  x/x/  +  •  •  •  +  :r/a;f  _  ^ , 

"S^/y.  a^  a  —  /y.  Qf/y.  a     i     ^  a^  u     \        .  ,     |     y  <^ t  " 
^^^v(/j^    U/2      —  "^i    *^2       "^      1       3       1^  i^      1       n 

-]-  Uy^   "^3     T^  T^  •*'2   '*'« 

+ 
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In  welcher  Reihenfolge  die  Exponenten  a,  ßj  .  .  .  aufein- 
anderfolgen, ist  dabei  unwesentlich,  denn  offenbar  ist 

Ist  von  einem  symmetrischen  Polynom  irgend  ein  Glied 
gegeben,  so  muß  das  Polynom  auch  alle  Glieder  enthalten,  die 
aus  diesem  ersten  durch  alle  möglichen  Vertauschungen  der  x 
hervorgehen.  Die  Summe  aller  dieser  Glieder  ist  offenbar  ein 
konstantes  Vielfaches  eines  der  soeben  erklärten  Z.  Auch  alle 
übrigen  Glieder  eines  symmetrischen  Polynoms  ordnen  sich  in 
Gruppen,  wobei  die  Summe  der  Glieder  einer  Gruppe  jedesmal 
ein  konstantes  Vielfaches  eines  E  ist.     Somit  folgt: 

Satz  2.  Jedes  symmetrische  Polynom  ist  eine  lineare  Kom- 
bination von  Z-Funktionen  mit  konstanten  Koeffizienten. 

Die  einfachsten  dieser  2J- Funktionen  sind  die  Summen 
gleich  hoher  Potenzen  der  x.     Wir  schreiben  kurz: 

S,  =  2x,'  =  o;,*  +  a:/  +  •  •  •  +  rr/       (fc  -  1,  2, . . .). 

Zuweilen  erweist  es  sich  außerdem  als  zweckmäßig,  Sq  =  n 
zu  setzen. 

Satz  3.  Jedes  symmetrische  Polynom  in  den  x  kann  als 
Polynom  in  einer  gewissen  Anzahl  von  S  dargestellt  werden. 

Da  jedes  symmetrische  Polynom  eine  lineare  Kombination 
von  2J  ist,  so  ist  nur  noch  zu  zeigen,  daß  jedes  2J  sich  als 
Polynom  in  den  S  darstellen  läßt.     Nun  ist 

■      •  S^  =  x/  -i-x^-i- h  xj^, 

oder,  für  «  H=  /3 , 

S,S^  =  ^1«+/*  +  x.^+i'  +  '"  +  x^"+ß  +  x.'^x,^  +  x^"x/  +  •  •  • 

^S,^^-\-^x,^x/. 

Daraus  gewinnen  wir  die  Relation: 

(1)  Ä°v  =  s„s^-V^  («+/J). 

Für  a  =  ß  ergibt  sich 

SJ  =  x^^  -{-  x^^  4-  .  .  .  -f  a;„2«  -f  2rri«rr/  +  ^x^^x^""  +  •  •  • 

17* 
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Daher  ist 

(2)  JV*/  =  i(S/-S,.). 

Multipliziert  man  Hx^^x^^  mit  S^  so  erhält  man  die 
folgenden  Identitäten,  in  denen  die  drei  ganzen  Zahlen  a^  ß^y 
voneinander  verschieden  angenommen  sind: 

(3)  2x,''x/x,r  ^  S„S^S^  -  S^^^S^  -  S^^^S^  -  S^^^S^ 

(4)  ^^.''x.-'x^r  ^  |(S„^S,  -  S,ß^  -  2S„^^S^  +  2S,„^,), 

(5)  2'x,''x,''x,''  ^  KSJ  -  3S,„S„  +  2S,J. 

Nach  diesen  Spezialfällen  wollen  wir  jetzt  den  Beweis 
allgemein  führen. 

Wir  multiplizieren  die  beiden  symmetrischen  Polynome 

(6)  ^x,-x/  . .  .  x,^-,        S,  ^  2oc,'  (Je  <  n) 

miteinander.  Dabei  erhalten  wir  Glieder  verschiedener  Art, 
die  sämtlich  in  dem  einen  oder  anderen  der  Polynome 

(7)  ^^1«  +  ^^/. .  .ic/,^rri«a;/+^ ...  ir/, ^x^^'x/  . .  .a;/  +  \ 

vorkommen;  jedes  dieser  Polynome  tritt  wirklich  auf  Da  das 
Produkt  der  beiden  Polynome  (6)  symmetrisch  ist,  muß  es  die 
Form  haben 

Ci^:Ci«  +  ^a;/  •  •  •  a?/  4-  c^^x^'^x/'^^  •  •  •  ^/  + 

wo  die  c  ganze  positive  Zahlen  sind. 
Wir  ordnen: 


^x^x^  "  '  x^^^  =  -      v^'^-i'^'i  ' ' '  ^k'-^^i      c^^x^       x<f  --'Xj^ 

P     ^-r  a^  ß-\-l  .  .  .  ^  X p    '^■r  « ^r  /^  .  .  .  r  '^  +  ^  1 

^2-^*^1    '*'2  '^k  ^k'^'^l    "^2  "^/t         J' 


Ist  der  Satz  also  für  l^x^  .  ,  .  x^  richtig,  so  gilt  er  auch 
für  Hx^  .  .  .  x\^^.  Für  A;  =  1  ist  er  aber  richtig  (Erklärung 
der  /S'),  daher  gilt  er  für  Ä;  =  2,  Ä;  =  3  und  somit  allgemein. 
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84.  Elementare  symmetrische  Funktionen.     Durch 

das  Symbol  Ux^^x^^  •  •  •  ^/  kann  jedes  U  in  n  Veränderlichen 
dargestellt  werden;  für  /3  =  y  =  --=i/  =  0  wird  Ux^^",  also 
S^  geliefert,  für  y  =  -  -  -  =  v  =  0  das  symmetrische  Polynom 
Zx^^'x/j  usw. 

Jetzt  sollen  in  Ux^^x/  ■  .  •  xj  die  a,  ßy  .  .  .v  alle  Null  oder 
Eins  sein.     Dann  können  n  Fälle  eintreten: 

CC  =  ß=l,  y=...=.v  =  Oy  ^^1^2? 


a==  ß  =  -  '  '  =  V  =  Ij  x^x^...x^. 

Der  Fall  a  =  ß  =  •  -  =  v  =  ^  interessiert  nicht  weiter. 
Die  übrigen  n  aufgezählten  symmetrischen  Polynome  wollen 
wir  elementa/re  symmetrische  Funktionen  nennen  und  mit  p^y 
P27  ■  •  -Pn  bezeichnen. 

Satz  1.  Jedes  symmetrische  Polynom  in  den  x  kann  als 
Polynom  in  den  p  dargestellt  werden. 

Jedes  symmetrische  Polynom  in  den  x  läßt  sich  als  Poly- 
nom in  den  S  ausdrücken;  daher  ist  nur  noch  zu  zeigen,  daß 
jedes  S  sich  als  Polynom  in  den  p  darstellen  läßt. 

Wir  fühi'en  eine  neue  Veränderliche  x  ein  und  betrachten 
das  Polynom 
f{x-^  X^y  X^y  . . .  XjJ  ^  (^x  —  X^){X       X2)  .  . .  {x  —  XJ 

Aus  der  ersten  Darstellung  von  f  ergibt  sich: 
df  _      f        j        f        j  ^        f 

Für  x  =  Xi  verschwindet /"identisch;  daher  kann  man  setzen: 

/•=  (ic"  —  xr)  _^j(:r«-i  _  ^.«-1)  -^ 

Daraus  folgt  aber 
f 


X  —  Xi 


a?«-i  +  {x,  -p,)x''-^  +  (^/  -  Pi^,  H-i>2)^"~^  H y 


j^  ^  nx-^  4-  {S,  -  np,)x-'  +  (^2  -i>i'^i  +  np,)x-'  +  •  -  • 
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Anderseits  ist 

1^  =  wa;«-^  -(n-  l)p^x''-^  +  {n  —  2)p^x'^'^ 

Daher  findet  man  durch  Vergleichung  der  Koeffizienten  gleich 
hoher  Potenzen  von  x  die  Relationen: 

^2  -  Pl^l  +  ^P2  =  (^  —  2)i?2 

i^n-1  -pA_,  +p,s,_,  -•••+(-  ly-'np,.^  ^  (-  ly-'Pn-u 

oder 


(1) 


s»-i  -PiS,-.+pA-z  -■■■  +  (-i)»-^(n-iK_i=o. 

Jetzt  multiplizieren  wir  die  Identitäten 
xp  -  p,xr^  +  p,x--' +  (-  lyp^  ^0     (^  =  1,  2/. . .  w) 

der  Reihe  nach  mit  x^~'^,  .  .  .  xj'~'^  und  addieren.    Das  ergibt 
die  weitere  Identität: 

(2)  S,-p,S,_^+pA_,  —  -V{-1)''pA_^^0  Qc  =  n,n+1,..). 

Die  Formeln  (1)  und  (2)  sind  unter  dem  Namen  Newton- 
sche  Formeln  bekannt.  Sie  ermöglichen  es^  nacheinander  die 
Werte  von  S^,  82,  .  .  .  als  Polynome  in  den  p  darzustellen: 

S,  ^p,'  -  2p, 

(3)  \S,=p^-ip,p,  +  Zp, 


Damit  ist  unser  Satz  aber  bewiesen. 

Man  beachte,  daß  die  Newtonschen  Formeln  (1)  aus  (2) 
nicht  dadurch  gewonnen  werden  können,  daß  man  für  h  Werte 
einsetzt,  die  kleiner  als  n  sind.  Die  Notwendigkeit  zweier  ver- 
schiedenen Formelsysteme  läßt  sich  allerdings  vermeiden,  wenn 
man  die  Symbole  einführt 
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Dann  lassen  sich  alle  Newtonschen  Formeln   auf  die  eine  Ge- 
stalt bringen: 
(4)    S,-p,S,_,+  -  ■  ■  +  i-lf-'p,_,S,+  {-lf-kp,^0 

Bei  dieser  Bezeichnungs weise  erkennt  man,  daß  die  For- 
meln (3),  die  die  S  durch  die  p  ausdrücken,  von  der  Anzahl  n 
der  X  unabhängig  sind.  Das  galt  aber  auch  für  die  Ausdrücke 
des  letzten  Abschnittes,  vermöge  derer  die  U  durch  die  S 
dargestellt  wurden: 

Satz  2 .  Unter  Benutzung  der  Symbolik ^^^i=^^^2  =  ---  =  0 
in  den  Newtonschen  Formeln  (4)  wird  die  Identität^  die  ein  E 
als  Polynom  in  den  p  ausdrückt^  von  der  Anzahl  der  x  unab- 
hängig. 

Man  sagt,  zwischen  den  k  Polynomen  in  n  Veränderlichen 

bestehe  eine  rationale  AJbhängigkeit,  dann  und  nur  dann,  wenn 
es  ein  Polynom 

in  k  Veränderlichen  gibt,  welches  nicht  an  sich  identisch  ver- 
schwindet, aber  als  Polynom  in  den  x  identisch  verschwindet, 
wenn  man  jedes  2  durch  das  entsprechende  f  ersetzt: 

Satz  3.  Zwischen  den  elementaren  symmetrischen  Funktionen 
in  n  Veränderlichen  Piy  ". p^  ^^steht  keine  rationale  Abhängigkeit. 

Es  sei  nämlich  F(z^y...z^)  ein  Polynom  in  »^  Veränder- 
lichen, welches  nicht  identisch  verschwindet;  im  Punkte  (a^, ...  aj 
sei  es  von  Null  verschieden.  Bestimmen  wir  nun  (x^y  ...  x^) 
als  die  Wurzeln  der  Gleichung 

x^'—a^x^'-^+a^x''-^ 4-(_l)«a,^=0, 

so  sind  die  p  für  diese  Werte  von  x  gleich  a^,  ...öf-„;  daher 
verschwindet  die  Funktion  F{p^,...pJ  für  diese  x  nicht,  ist 
also  als  Polynom  in  den  x  nicht  identisch  Null.  Damit  ist 
unser  Satz  bewiesen. 

Zusatz.  Ein  symmetrisches  Polynom  in  (iCi, . . .  xj  kann  als 
Polynom  in  den  elementaren  symmetrischen  Funktionen  p^,  ".  p^ 
nur  auf  eine  Weise  dargestellt  werden. 
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Hätten  wir  nämlich  für  das  symmetriische  Polynom  f  zwei 
solche  Ausdrücke 

SO  ergäbe  sich  durch  Subtraktion  dieser  Identitäten  eine  Iden- 
tität in  den  x: 

Das  ergäbe  aber  eine  rationale  Abhängigkeit  zwischen 
den  p  stets,  außer  wenn: 

Somit  sind  die  beiden  Ausdrücke  für  f  tatsächlich  identisch. 
Übungen 

1.  Die  folgenden  symmetrischen  Polynome  sollen  durch  elementare 
symmetrische  Funktionen  ausgedrückt  werden: 

2.  Jedes  symmetrische  Polynom  in  {x^,. . .  x^)  kann  auf  eine  einzige 
Art  als  Polynom  in  den  S^,..  .S^  dargestellt  werden. 

85.    Grad  und  G-ewicht  symmetrischer  Polynome. 

Jeder  elementaren  symmetrischen  Funktion  p.  woUen  wir  das 
Gewicht  beilegen,  welches  sein  Index  angibt  (vgl.  §  79). 

Satz  1 .  Mn  homogenes  symmetrisches  Polynom  vom  Grade  m 
in  den  x  wird,  wenn  es  durch  die  p  ausgedrückt  wird,  isöbar 
vom  Gewicht  m. 

Ein  solches  Polynom  sei 

(1)  .      /'(^i,^2;---^J  =  9(i>i?i?2.  •••P«)- 

Da  p^  ein  homogenes  Polynom  ersten  Grades  in  den  x  ist, 
P2  ein  solches  zweiten  Grades  usw.,  so  muß  jedes  Glied  von  cp 
ein  homogenes  Polynom  sein,  dessen  Grad  gleich  dem  Gewicht 
des  Gliedes  ist.  Zum  Beispiel  wird  das  Glied  ß^^^pgi^s^  ^^^ 
Gewicht  13  in  den  x  ein  homogenes  Polynom  vom  Grade  13. 
Da  eine  isobare  Gruppe  von  Gliedern,  durch  die  x  ausgedrückt, 
nach  Satz  3,  §  84  nicht  identisch  verschwinden  kann,  so  muß 
sie  ein  homogenes  Polynom  bilden,  dessen  Grad  mit  dem  ur- 
sprünglichen Gewicht  übereinstimmt.  Ist  cp  nicht  isobar,  so 
ist  f  nicht  homogen. 
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Zusatz.  Ist  f  nicht -homogen  vom  m^^  Grade  ^  so  ist  cp 
nicht-isohar  und  hat  das  Gewicht  m. 

Satz  2.  Ein  symmetrisches  Polynom  in  {xiy...x^)  hat, 
wenn  es  durch  elementare  symmetrische  Funktionen  Pi,  ••  -P^  <^^~ 
gestellt  wird,  denselben  Grad  in  den  p,  den  es  vorher  in  lezug 
auf  irgend  eins  der  x  hatte. 

Es  sei  wieder  f  das  symmetrische  Polynom 

f{x^,  x^,...  x^  =  (p(pi, p^,... pj. 

Sein  Grad  in  bezug  auf  x^  sei  m  (das  ist  wegen  der  Symmetrie 
auch  der  Grad  von  f  in  bezug  auf  ein  beliebiges  x)-^  (p  soll 
in  den  p  vom  Grade  ^i  sein.  Dann  ist  nachzuweisen,  daß 
m  =  ^  ist. 

Da  die  p  vom  ersten  Grade  in  x^  sind,  muß  m  ^^  sein. 

Ist  (f  inhomogen,  so  läßt  es  sich  in  eine  Summe  homo- 
gener Polynome  zerlegen.  Jedes  dieser  in  den  p  homogenen 
Polynome  kann,  wenn  man  für  die  p  die  x  einführt,  als  sym- 
metrisches Polynom  in  den  x  dargestellt  werden.  Können  wir 
unsern  Satz  für  den  Fall  beweisen,  wo  das  Polynom  in  den  p 
homogen  ist,  so  folgt  daraus  sofort,  daß  er  auch  allgemein 
richtig  ist. 

Wir  setzen  cp  also  als  homogenes  Polynom  voraus.  Für 
n  =  1  ist  der  Satz  gültig,  weil  dann  p^^^  —  x^  ist.  Wir 
werden  ihn  also  durch  den  Schluß  von  n  —  1  auf  n  beweisen 
können. 

Zunächst  nehmen  wir  an,  p^  sei  nicht  gemeinsamer  Faktor 
aller  Glieder  von  q).  Dann  verschwindet  9^  (Pi,  •  • .,  2^„_i?  0)  nicht 
identisch,  ist  aber  noch   ein  homogenes  Polynom  /a*®^  Grades 

Für  x„=  0  wird  auch  w ,  =  0,  und  wir  erhalten  die  Identität 

(2)  f(x„  . . .,  x^_„  0)  =  (p(p,',  . .  .,K-i;  0). 

wo  Pi',  ...p^_i  die  elementaren  symmetrischen  Funktionen  von 
(Xi,  . . .  x^_^)  sind;  f{xj^,  •  •  -,  ^«-i?  ^)  ist  ein  symmetrisches  Po- 
lynom vom  Grade  m^  in  x^  (m^  ^  m).  Setzen  wir  also  die 
Gültigkeit  unseres  Satzes  für  n  —  1  Veränderliche  x  voraus, 
so  dürfen  wir  aus  (2)  schließen,  daß  ^i  =  m^-^m  ist.  Da 
aber,  wie  wir  oben  sahen,  ^  nicht  kleiner  als  m  sein  kann,  so 
folgt,  daß  ft  =  m  ist. 
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Jetzt  ist  der  Satz  noch  für  den  Fall  zu  beweisen,  wo  p^ 
gemeinsamer  Faktor  aller  Glieder  von  cp  ist.  Die  höchste 
Potenz  von  p„,  die  Faktor   von  qp  ist,   sei  p^.     Dann  ist  also 

WO  das  Polynom  (p^  den  Grad  ^i  —  h  besitzt.  Setzen  wir  für 
die  p  ihre  Werte  ein,  so  erhalten  wir 

(3)  f(x^,  .  .  .  ^J  =  ^l' V  •  •  •  ^nVl(^i;  •  .  •  ^J, 
WO 

(4)  fl{^U"'^n)^9l{Pu-"Pn) 

ist.  Aus  (3)  folgt,  daß  f^  in  bezug  auf  x^  den  Grad  m  —  h 
besitzt;  aus  (4),  da  in  g)^  der  Faktor  p^  nicht  mehr  vorkommt, 

m  —  h  =  ^  —  Ic-^ 

daher  ist  auch  jetzt  m  =  ft,  und  unser  Satz  ist  somit  voll- 
ständig bewiesen. 

Die  beiden  Sätze  dieses  Abschnitts  besitzen  nicht  nur 
theoretischen  Wert,  sondern  erleichtern  die  praktische  Aus- 
führung der  Aufgabe,  symmetrische  Polynome  durch  die  p 
darzustellen. 

Wir  betrachten  etwa  die  symmetrische  Funktion 

Hier  ist  f  homogen  vom  vierten  Grade  in  den  X]  es  wird  also 
nach  Satz  1  isobar  vom  Gewicht  4  in  den  p.  In  bezug  auf  x^ 
ist  f  vom  zweiten  Grade;  nach  Satz  2  wird  es  auch  in  bezug 
auf  die  p  vom  zweiten  Grade.     Daher  ist 

(5)  ^X^  2^2  %  =  ^PlPs  +  ^P2^  +   ^Pi  ' 

WO  Äj  B  und  C  nach  Satz  2,  §  84  von  der  Anzahl  n  der  x 
unabhängig  sind  und  nach  dem  Verfahren  der  unbestimmten 
Koeffizienten  ermittelt  werden  können. 

Setzen  wir  w  =  3,  so  wird  p^  =  0.  Für  a^i  =  0,  o^g  =  ^s  =  1 
ergibt  sich  p^  =2,  p^=-  1,  p^  =  0.  Diese  Werte  setzen  wir  in 
(5)  ein  und  erhalten  B  =  0. 

Die  Annahme  x^  =  —  l,  x^  =  x^  =  l  liefert  i^i  =  1,  ^2==  ~  ^> 
^3=  —  1;  daraus  folgt  Ä  =  1. 

Endlich  setzen  wir 

rh    Tt ,         Xi    Xn  Xo  ■   Xt  -'-• 
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Das  liefert 

und  somit  ist 

(7==  — 4 

Wir  gewinnen  also  schließlich: 
Übungen 

1.  Die  symmetrische  Funktion 

f{X^  ,    ...   X„)  =^X^  ^X,^  X^  +^^1  '  «2  *  +^^1  ^2  ^8  ^4 

ist  homogen  vom  vierten  Grade  in  den  x*^  in  bezug  auf  x^  ist  sie  vom 
zweiten  Grade.  Stellt  man  sie  durch  die  p  dar,  so  hat  sie  also  ebenfalls 
die  Gestalt  Ap^p^-\- Bp^'^ -\- Cp^.  Die  Werte  von  A,  B^  C  sollen  be- 
rechnet werden. 

2,   Es  soll  nachgewiesen  werden,  daß 

=  —  2Tp,'  —  4=p,'  +  ISp^p^Ps  —  4:p^'p,-\-  p^^p.K 

86.  Resultante  und  Diskrimiuaute  von  Poly- 
nomen in  einer  Veränderlichen.  Wir  betrachten  zwei 
Polynome  in  x 

f{x)  =  rc«  +  %ic"-i  +  a^x''-^^ h  «„ 

=  {x-  a^){x  -a^)-  "{x-  cc^, 

(p{x)=x'^-{-\x'^-^-^  h^x'^-^^ h  &^ 

^(^-ft)(^-ft)...(^-^J 
und  das  Produkt  der  m  •  n  Faktoren 

(«i-A)(«i-ft)  •••(«! -^J 

(«2-/3l)(«2-A)---(«2-  W 


(1) 


(«„-A)(«„-A)---K-^J- 


Dies  Produkt  verschwindet  dann  und  nur  dann,  wenn 
wenigstens  ein  a  einem  ß  gleich  ist.  Sein  Verschwinden  gibt 
also  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  daß  f 
und  (p  einen  gemeinsamen  Faktor  besitzen.  Da  das  Produkt  (1) 
aber  ein  in  den  a  ebensowohl  wie  in  den  ß  symmetrisches 
Polynom  ist,  kann  es  durch  die  elementaren  symmetrischen 
Funktionen  der  cc  und  ß  dargestellt  werden  und  ist  somit  auch 


I 
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ein  Polynom  in  den  a  und  h.  Deutlicher  wird  das  nocli,  wenn 
man  das  Produkt  (1)  in  der  Form  schreibt 

In  dieser  Gestalt  ist  es  ein  symmetrisches  Polynom  in  den  a, 
dessen  Koeffizienten  Polynome  in  den  &  sind;  jetzt  sind  nur 
noch  die  c«  durch  die  a  zu  ersetzen. 

Das  Produkt  (1)  kann  also  als  Polynom F{a^j...a^'^  \j-" ^rrd 
in  den  a  und  h  dargestellt  werden,  dessen  Verschwinden  eine 
notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür  bildet,  daß  f 
und  (p  einen  gemeinsamen  Faktor  besitzen.  Ein  Polynom  in 
den  a  und  h  von  dieser  Eigenschaft  lernten  wir  bereits  in  §  68 
kennen,  nämlich  die  Resultante  B  yon  f  und  9?. 

Die  beiden  Polynome  F  und  B  sind  nun  im  wesentlichen 
identisch,  wie  wir  jetzt  beweisen  wollen. 

Satz  1.  JDas  ProduM  (1)  unterscheidet  sich  von  der  Besul- 
tante  B  von  f  und  9)  nur  durch  einen  Tconstanten  Faktor.  Die 
Besultante  ist  ein  irredusibles  Polynom  in  den  a  und  h. 

Wir  zeigen  zuerst,  daß  das  Produkt  (1),  welches  wir  wieder 
als  F{a^y  •■  •  (^n'i  ^i>  •  •  •  ^m)  bezeichnen,  irreduzibel  ist.  Wäre  F 
reduzibel,  also  etwa 

F{a^,...a^',\,...hJ 

wo  F^  und  F2  Polynome  sind,  von  denen  sich  keins  auf  eine 
bloße  Konstante  reduziert,  so  können,  da  die  a  und  b  symme- 
trische Polynome  in  den  a  und  ß  sind,  F^  und  F^  auch  als 
symmetrische  Polynome  qp^  und  cp^  in  den  a  und  ß  dargestellt 
werden: 

9^1  (C^U  •  •  •  CJn5  A;  •  •  •  ßm)  9^2(%;  -"(^n'.ßl,--'  ßm) 

(«2  -  ßl)  («2  -  A)  •  •  •  (^2  -  ßm) 


K-A)K-Ä)  •••(«.- /5J 


Da  die  einzelnen  Faktoren  rechts  nicht  mehr  reduzibel  sind, 
so  muß  q)^  aus  einer  gewissen  Anzahl  dieser  Faktoren  bestehen 
und  92  ^^s  ^®^  andern.  Das  ist  jedoch  unmöglich,  da  dann 
weder  (p^  noch  ^^  symmetrisch  wäre.     F  ist  also   irreduzibel. 
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Sowohl  die  Gleichung  F=0  als  auch  R  =  0  stellt  eine 
notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür  dar,  daß  f(x) 
und  q)(x)  einen  Faktor  gemeinsam  haben.  Jedes  Wertesystem 
(a,  h),  für  welches  F  verschwindet,  annulliert  auch  B.  Nach 
einem  Satze,  der  aus  Satz  7,  §  76  für  n -{- m  Veränderliche 
unschwer  gebildet  werden  kann,  ist  daher  F  ein  Faktor  von  R. 
Nach  Satz  2,  §  85  muß  ferner  F,  da  es  ein  symmetrisches  Polynom 
in  den  a  und  ß  ist  und  in  bezug  auf  jedes  cc  den  Grad  m  und 
in  bezug  auf  jedes  ß  den  Grad  n  besitzt,  vom  Grade  m  in  den  a 
und  vom  Grade  n  in  den  b  sein.  Der  Grad  von  R  in  den  a 
bzw.  h  übersteigt  aber  m  bzw.  n  nicht,  wie  ein  Blick  auf  die 
Determinante  in  §  68  sofort  zeigt.  Da  F  also  ein  Faktor 
von  R  ist  und  sein  Grad  nicht  kleiner  ist  als  der  von  R, 
können  sich  beide  nur  um  einen  konstanten  Faktor  unter- 
scheiden.    Hiermit  ist  unser  Satz  bewiesen. 

Wir  stellen  jetzt  die  Frage:  Wann  hat  das  Polynom  f(x) 
mehrfache  NuUstellen?  Die  notwendige  und  hinreichende  Be- 
dingung dafür  ist  offenbar  das  Verschwinden  des  Produktes 


=  P(ai,  ...o;J, 


WO  die  a  dieselbe  Bedeutung  wie  vorhin  haben.  P  ist  nicht 
symmetrisch  in  den  a,  denn  Vertauschung  zweier  Indices  ändert 
P  in  —  P  ab.  In  P^  hat  man  aber  ein  symmetrisches  Poly- 
nom vor  sich,  welches  daher  als  Polynom  in  den  a  dargestellt 
werden  kann: 

[PK,...«„)l^^F(a„...aJ. 

Die  Gleichung  F  =  0  gibt  also  ebenfalls  eine  notwendige  und 
hinreichende  Bedingung  dafür,  daß  f{x)  einen  mehrfachen 
linearen  Faktor  besitzt. 

Andrerseits  sieht  man  leicht,  daß  f(x)  eine  mehrfache 
Nullstelle  dann  und  nur  dann  hat,  wenn  f(x)  und  f'{x)  einen 
gemeinsamen  linearen  Faktor  besitzen.  Die  notwendige  und 
hinreichende  Bedingung  für  einen  mehrfachen  linearen  Faktor 
in  f\x)  besteht  also  im  Verschwinden  der  Resultante  von  f(x) 
und  f\x).  Diese  Resultante  nennen  wir  die  Diskriminante  z/ 
von  /  {x).  Sie  ist  offenbar  ein  Polynom  in  den  Koeffizienten  von  f. 
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Satz  2.  Die  Polynome  F  und  A  unterscheiden  sich  nur 
durch  einen  konstanten  Faldor  und  sind  irreduzibel. 

Den  Beweis  dieses  Satzes,  der  ganz  ebenso  geführt  werden 
kann,  wie  der  zu  Satz  1,  überlassen  wir  dem  Leser. 

Übungen 

1,  Das  Produkt  (1)  soll  für  die  beiden  Polynome 

x^-\-\x-\-\ 

mit  Hilfe  symmetrischer  Punktionen  berechnet  und  das  Ergebnis  mit  der 
in  Determinantenform  dargestellten  Resultante  verglichen  werden. 

2.  Bestätige  Satz  2  durch  Vergleichung  des  Ergebnisses  von  Übung  2, 
§  85  mit  der  in  Determinantenform  dargestellten  Diskriminante  des  Polynoms 

x^-\-  a^x^-\-  a^x-]-  a^. 
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Polynome,    die    in    Paaren    von   Veränderlichen 
symmetrisch  sind 

87.  Grundbegriffe.     U-  und  /S^- Funktionen.     Die  im 

vorigen  Kapitel  verwandten  Veränderlicilen  {x^y  .  .  .  x^  können, 
anstatt  als  Koordinaten  eines  Punktes  im  Räume  von  n  Dimen- 
sionen auch  als  Koordinaten  von  n  Punkten  einer  Geraden 
gedeutet  werden.  Tatsächlich  legen  die  Anwendungen  der 
Theorie  der  symmetrischen  Funktionen  (§  86)  gerade  diese 
Deutung  nahe.  Dann  ergibt  sich  sofort  eine  naturgemäße  Er- 
weiterung des  Begriffs  der  symmetrischen  Funktionen,  indem 
man  jetzt. *^  Punkte  einer  Ebene  betrachtet. 
Erklärung.     Ein  Polynom 

Fi^iyVi]    ^2;  2/2;  ••••,^„.  2/J 
in  den  Koordinaten  der  PunJcte 

(1)  (^i,yi)y    {^2,  y^)  y  '  {^ny  Vn) 

heißt  ein  symmetrisches  Polynom  in  diesen  Veränderlichenpaaren^ 
wenn  es  sich  nicht  ändert,  wie  auch  diese  Paare  vertauscht  werden. 

Ebenso  wie  im  früheren  Falle,  wo  die  Punkte  auf  einer 
Geraden  lagen,  ist  es  nicht  nötig,  alle  möglichen  Permutationen 
der  Indices  zu  bilden;  für  den  Nachweis,  daß  F  symmetrisch 
ist,  genügt  es  vielmehr  bereits  zu  zeigen,  daß  die  Yertauschung 
zweier  beliebiger  Punkte  (1)  ohne  Einfluß  ist. 

Das  Symbol  U  soll  dieselbe  Bedeutung  haben  wie  früher. 
Es  soll  also  sein: 

^x^^^y^?^  ^  iz^i"^«//^  +  ^2^^2/2^^  +  •  •  •  +  ^/^2//s 

^x^"^y^^^x^"^y^^^  =  x^^'^y^^-x^^^y^^^  -f  x^^'^y^l^^x^^-y/^  -f  •  •  • , 

usf. 

Ebenso  wie  im  Falle  einzelner  "Veränderlicher  ist  die 
Reihenfolge  der  Exponentenpaare  c^j,  ft;  cc^y  ß^'i  •  ■  -  unwesent- 
lich. Ferner  leuchtet  sofort  ein,  daß  jedes  in  hezug  auf  die 
Veränderlichenpaare  (1)  symmetrische  Polynom  eine  lineare  Kom- 
bination einer  gewissen  Ansahl  von  U  ist. 


&. 
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Nach  Einführung  des  Symbols 

Ski  =  2^1  Vi  =  ^iVi  +  x^^y^  +  •  •  •  +  <yn  {iZo]  i] '. '.  J 

können  wir  den  Satz  aussprechen: 

Satz.  Jedes  symmetrische  Polynom  F (x^,  y^j  . .  .-^  x^,  2/„) 
kann  als  Polynom  in  den  S  dargestellt  werden. 

Der  Beweis  dieses  Satzes,  der  genau  so  wie  bei  Satz  3, 
§  83  geführt  werden  kann,  möge  dem  Leser  überlassen  bleiben. 

88.  Elementare  symmetrische  Funktionen.  Jede 
Z"- Funktion  in  n  Veränderlichenpaaren  kann,  wenn  man  den 
€c  und  ß  geeignete  Werte  beilegt,  in  der  Gestalt 

(1)  ^%"^2//^^2"'2/2^^  •  •  •  ^n^'^y/'' 

dargestellt  werden. 

Erklärung.  Die  Funktion  (1)  heißt  eine  elementare  sym- 
metrische Funktion  der  Veränderlichenpaare  (%,  y^), . .  .  {x^,  i/„) 
dann  und  nur  dann,  wenn 

a.  +  ft  =  0     oder  1  (^  =  1,  2, . . .  n) 

ist,  wobei  aber  nicht  alle  a  und  ß  gleichzeitig  verschwinden  dürfen. 

Für  diese  elementaren  symmetrischen  Funktionen  woUen 
wir  folgende  Symbolik  einführen: 

i^io  ^  -^  ^1 7  Pol  ^  -^  2/i ; 

P20  ^  ^%^27  Pii  ^  ^ ^ly^y   P02  ^  -^ 2/12/2 J 

Pn0^^1^2"-^n7'-Pi,n-i  =  ^^l"-^iyi  +  l"-yn>"-P0n  =  yiy2"-yn* 

Es  gibt  eine  unbegrenzte  Zahl  von  /S*.^.,  aber  nur  eiue  endliche 
Anzahl  von  p.j^  nämlich  ^n(n  -\-  3). 

Jedem  p  legen  wir  als  Gewicht  in  bezug  auf  die  x  den 
ersten  Index,  als  Gewicht  in  bezug  auf  die  y  den  zweiten  Index 
bei.  Unter  dem  Gewicht  schlechtweg  verstehen  wir  das  Ge- 
samtgewicht, also  die  Summe  der  Indices. 

Satz.  Jedes  symmetrische  Polynom  F{x^y  y^]  .  .  .-.^x^,  i/J 
kann  als  Polynom  in  den  p.j  dargestellt  werden. 

Da  nach  dem  Satze  in  §  87  jedes  solche  Polynom  als 
Polynom  in  den  S^j  ausgedrückt  werden  kaan,  so  brauchen 
wir  nur  zu  zeigen,  daß  sich  die  S^j  als  Polynome  in  den  p.j 
darstellen  lassen. 
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Aus  den  Größen 

bilden  wir  die  elementaren  symmetrischen  Funktionen: 

^2  ^  -Scilla  =  ^(>l^i  +  ^2/i)(>l^2  +  ^2/2) 

=  X^^x^x^  +  Xii^x^y^  4-  i^^^^i2/2 

7^3  =  ^^1^2  ^3  =  '^^JPso  +  '^VjP21  +  X^^Pn  +  ^^i^03 ; 

Ferner  sei 

^.=^li*  (fc=l,2,...). 

Sind  dann  a  und  j3  positive  ganze  Zahlen  oder  Null,  so  ist 

Nach  Satz  1,  §  84  dürfen  wir  schreiben 

^a  +  ß  =  ^{^ly    ^2;  •  •  •  ^n)l 

WO  i^  ein  Polynom  ist.     Daher  wird 

wo  ^  ebenfalls  ein  Polynom  ist.     In  dieser  Identität  in  (A,  ^) 
vergleichen  wir  die  Koeffizienten  der  Glieder,   die  den  Faktor 
„,    2"p^  besitzen,  und  erhalten  eine  Identität  in  den  x  und  y. 

wo  0  ein  Polynom  in  den  ^  bedeutet.     Damit  aber  ist  unser 
Satz  bewiesen. 

Satz  3,  §  84  gilt  nicht  mehr  für  Paare  von  Veränderlichen, 
da  zwischen  den  ^w(>^  +  3)  Größen  p^^  Relationen  existieren. 
Für  n  =  '2  verschwindet  z.  B.  das  Polynom 

4l>2oi'o2  - i>2oPoi  —  Äi'02  +  PioPnP^i  —  PIi 
identisch,    wenn    man    die  p  durch    die  x  und  y  ersetzt.      Für 
w  =  3  ist  das  nicht  mehr  der  FaU. 

Bö  eher,  höhere  Algebra  18 
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Nach  dieser  Bemerkung  ist  die  Darstellung  unserer  sym- 
metrischen  Polynome  durch  die  p.^   nicht  eindeutig  bestimmt. 

Wegen  weiterer  Auskunft  über  die  in  diesem  Abschnitt 
behandelten  Gegenstände  verweisen  wir  auf  NettOy  Algebra 
Bd.  2,  S.  63. 

Übungen 

1.  Ein  Polynom,  welches  in  den  Veränderlichenpaaren  (a;.,  y,.)  sym- 
metrisch ist  und  in  bezug  auf  die  x  homogen  vom  m*  '^  Grade,  in  bezug 
auf  die  y  homogen  vom  w*  °  Grade  ist,  kann  als  Polynom  in  den_p.. 
dargestellt  werden,  welches  isobar  vom  Gewicht  m  in  bezug  auf  die  x^ 
vom  Gewicht  n  in  bezug  auf  die  y  ist. 

2.  Das  symmetrische  Polynom 

soll  unter  Benutzung  von  Übung  1  mittels  der  Methode  der  unbestimmten 
Koeffizienten  durch  die  jp. .  dargestellt  werden. 

3.  Ein  Polynom  in  [x^^y^,  z^;  ^2 ^  2/2 ^  ^2 ;  •  •  • ;  ^« ^  2/r? .  ^n) ^  welches 
bei  allen  Vertauschungen  der  Indices  ungeändert  bleibt,  heißt  ein  sym- 
metrisches Polynom  der  n  Punkte  {x^,  y^^  z^. 

Die  Ergebnisse  der  letzten  beiden  Abschnitte  sollen  auf  Polynome 
dieser  Art  übertragen  werden. 

89.    Binäre    symmetrische   Funktionen.      Die   Yer- 

änderlichenpaare  (x^,  2/i);  •  •  •  fe?  2/«)  können  anstatt  als  inho- 
mogene Koordinaten  von  n  Punkten  der  Ebene  auch  als  homo- 
gene Koordinaten  von  n  Punkten  einer  geraden  Linie  gedeutet 
werden.  Dann  wird  man  naturgemäß  nur  solche  symmetrischen 
Polynome  betrachten,  die  homogen  in  bezug  auf  jedes  einzelne 
Paar  von  Veränderlichen  sind.  Solche  Polynome  wollen  wir 
binäre  symmetrische  FunMionen  nennen.  Von  den  p.^  des  letzten 
Abschnittes  fallen  viele  fort.  Dagegen  sind  die  letzten  n  -\-  1 
von  ihnen,  {p^qj  Pn-i  1;  •  •  •  Pon)  homogen  vom  ersten  Grade  in 
bezug  auf  jedes  einzelne  Paar  von  Veränderlichen.  Wir  nennen 
sie  elementare  binäre  symmetrische  Funktionen. 

Satz  1.  Jede  binäre  symmetrische  Funktion  in  (x^,  2/i ;  •  •  • ;  ^„;  2/„) 
kann  als  Polynom  in  den  {p„Q,  Pn-i  1  "-yPon)  dargestellt  werden. 

Spalten  wir  unsere  binäre  symmetrische  Funktion  in 
27- Funktionen,  so  ist  jedes  2J  wieder  eine  binäre  symmetrische 
Funktion;  wir  wollen  es  selbst  der  Kürze  halber  als  binär  be- 
zeichnen. Unser  Satz  braucht  dann  nur  für  binäre  2J  bewiesen 
zu  werden. 
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Die  allgemeine  binäre  27- Funktion  schreiben  wir 

^^l"^  ?//i  O:/»  y/^  .  .  .  Xj^n  y/n  (^i  >  Cfg  ^  •  •  •  ^  «„). 

Bezeichnen  wir  mit  m  den  Grad  dieses  U  in  bezug  auf  irgend 
ein  Veränderlichenpaar,  so  ist 

m  =  «1  +  ft  =  «2  +  Ä  =  .  .  .  =  a„  +  /3„. 

Für  den  Augenblick  nehmen  wir  an,  daß  kein  y  verschwindet, 
und  setzen: 

-y-  rCj  ^  OJg  -y  X„ 

^  Vi'  ^  2/2  '  '        "  2/n 

Dann   bilden   wir   die   elementaren   symmetrischen  Funktionen 
dieser  X: 


Pi, 


Pon 

P2,n-2 
Pon 


P„=X,X2...X„=^' 


Nun  ist: 


Pon 


WO  ^  ein  Polynom  vom  Grade  «^  in  den  P  ist  (Satz  2,  §  85), 
denn  wir  haben  vorausgesetzt: 

«1  ^  «2  ^  •  •  •  ^  ««  • 

Es  ist  also  auch 

(2)  ^(P  P  )  =  ^  P'^"^  -^^^  ^~^' ' ' '  P"^^ 

wo  (p  ein  homogenes  Polynom  vom  Grade  a^  bedeutet.  Aus 
(1)  und  (2)  ergibt  sich 

(3)  ^a;i«x  y/^ .  .  .  ^r/-  2//"  =  i^fe 9^  (i?on .  ^1 , . - 1 ,  •  •  •  J»„o) . 

und  diese  Gleichung  ist  stets  gültig,  wenn  kein  y  verschwindet. 
Da  jede  Seite  von  (3)  als  Polynom  in  den  x  und  y  betrachtet 
werden  kann,  schließen  wir  nach  Satz  5,  §  2,  daß  eine  Identität 
vorliegt,  und  damit  ist  unser  Satz  bewiesen. 

Nach  Satz  1,  §  85  ist  cD  isobar  vom  Gewicht  a^-\-  a^-\ f-  «„ 

in   den  P.     Daher   hat   auch  ^x^"^  1/1  ^'  •  •  •  ^«"^  Vn^^  •    durch  die 

18* 
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(n  -\-  1)  Größen  p.j  dargestellt,   das   Gewicht  (x^-\-  a^-] h  «„ 

und  ist  isobar,  vorausgesetzt,  daß  wir  die  Gewichte  von  p^j  in 
hezug  auf  die  x  nehmen.  Daraus  folgt,  wenn  wir  zu  einem 
Aggregat  solcher  2^- Funktionen  übergehen: 

Satz  2.  Eine  binäre  symmetrische  FunMiony  die  in  den 
n  Veränderlichen  x  (oder  y)  homogen  vom  Grade  h  ist,  wird, 
durch  die  p^Qj  p^_^.^, . ,  . Pq^  ausgedrückt,  isohar  vom  Gewicht 
Je  in  hezug  auf  die  x  (oder  y). 

Beim  Beweis  von  Satz  1  war  das  Polynom  g?  in  (3)  ho- 
mogen vom  Grade  a^  in  den  p]  daher  ist  ^%"^2//^- • -^n""?/«'^" 
ein  homogenes  Polynom  vom  Grade  «^  +  ft  =  w^  in  den  p: 

Satz  3.  Jede  binäre  symmetrische  FunJction  vom  Grade  m 
in  bezug  auf  jedes  einzelne  Veränderlichenpaar  l^ann  als  homo- 
genes Polynom  in  den  p^^,  Pn-i  i^  ■  •  ■  Pon  dargestellt  werden, 
welches  in  besug  auf  diese  p  den  Grad  m  besitzt. 

Übungen 

1.  Zwischen  den  p^^,  ...p^^  kann  keine  rationale  Abhängigkeit 
bestehen ;  daher  läßt  sich  eine  binäre  symmetrische  Funktion  als  Polynom 
in  diesen  Größen  auf  eine  einzige  Art  darstellen. 

2.  Unter  einer  temären  symmetrischen  Funktion  versteht  man  ein 
symmetrisches  Polynom  in  n  Punkten  (x^,  y^,  z^,  welches  homogen  in 
bezug  auf  die  Koordinaten  eines  jeden  dieser  Punkte  ist. 

Die  Ergebnisse  dieses  Abschnitts  sollen  auf  ternäre  symmetrische 
Funktionen  ausgedehnt  werden.     Vgl.  Übung  3,  §  88. 

90.  Resultante  und  Diskriminante  binärer  Formen. 

Es  soll  jetzt  gezeigt  werden,  wie  die  Lehre  von  den  Resul- 
tanten und  Diskriminanten  binärer  Formen  sich  im  Lichte  der 
Theorie  der  symmetrischen  Funktionen  ausnimmt.  Die  beiden 
binären  Formen  seien: 

f{x^,  x^)  =  a^x^""  +  a^x^^'-'^x^  H h  a^x^*" 

=  («/'^i  —  a^'x^Xa^^'x^  —  a^'x^)  •  •  •  (o^/^i  —  cCn  ^2)7 

(p(x^,  x^)  =  &o^i"*  +  b,x^'^-''x^  +  •  •  •  +  b^x^"^ 


Jedes   dieser  Polynome   ist  hier  in   doppelter  Weise   dar- 
gestellt,   das     zweitemal    in    lineare    Faktoren    zerlegt.      Bei 
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Vergleichung  dieser  beiden  Gestalten  sieht  man  sofort:  die 
elementaren  binären  symmetrischen  Funktionen  von 

(«/,  o:/');  fe'.  «2");  •  •  •  «;  O 
sind 

Die  der  Punkte 
sind  ganz  ebenso 

Die  notwendige   und    hinreichende   Bedingung   dafür,   daß 
die  linearen  Faktoren 

<^i  -  «/^2;     ßf^i  -  ß/^2 
proportional  sind,  ist  das  Verschwinden  der  Determinante 

^i    ßj    -  «i  ßj    • 

Das  Produkt  aller  dieser  Determinanten 

(«/'A' -  «.'ft'OK" A'  -  «/A") . . .  «'A'  -  «; A") 
(«/'A'  -  «;a")«' A'  -  «/ A")  •  •  •  K" A'  -  «; A") 

l  K"^;  -  <ß:){<ßL  -  <|3;) . . .  K"^;  -  «;^;') 

gibt  durch  sein  Verschwinden  die  notwendige  und  hinreichende 
Bedingung  dafür,  daß  wenigstens  einer  der  linearen  Faktoren 
von  f  zu  einem  linearen  Faktor  von  (p  proportional  ist,  das 
heißt,  daß  f  und  (p  einen  gemeinsamen  Faktor  besitzen,  der  nicht 
konstant  ist. 

Das  Produkt  P  läßt  sich  in  der  Form  schreiben 

p^fiß.,  ßi")fiß.',ß.")---f{ßL,ß:)- 

In  dieser  Gestalt  erscheint  es  als  homogenes  Polynom  m*®" 
Grades  in  den  a  und  als  symmetrisches  Polynom  der  m  Punkte 
{ßi  '  ßi')'  Da  es  ferner  offenbar  eine  binäre  symmetrische 
Funktion  ist,  und  zwar  vom  n^^  Grade  in  bezug  auf  die  Koor- 
dinaten jedes  einzelnen  Punktes,  so  kann  P  nach  Satz  3,  §  89 
als  homogenes  Polynom  w*®"^  Grades  in  den  elementaren  binären 
symmetrischen  Funktionen  der  Punkte  (/3/  :  /3/'),  das  ist  in  den 
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h  dargestellt  werden.  Das  Produkt  P  kann  also  in  ein  Poly- 
nom in  den  a  und  h  umgeformt  werden,  welches  in  hemg  auf 
die  a  homogen  vom  m^"  Grade,  in  hemg  auf  die  h  homogen  vom 
n*""  Grade  ist. 

So  ein  Polynom  in  den  a  und  h,  dessen  Verschwinden  eine 
notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür  war,  daß  f  und 
€p  einen  gemeinsamen  Faktor  besitzen,  fanden  wir  bereits  in  §  72, 
nämlich  die  Resultante  von  f  und  (p.  Diese  beiden  Polynome 
setzen  wir  nun  in  Beziehung  zueinander  durch  folgenden  Satz: 

Satz  1.  Das  Produkt  P  unterscheidet  sich  von  der  Besul- 
tante  R  von  f  und  cp  nur  durch  einen  konstanten  Faktor;  die 
Resultante  ist  ein  irreduzihles  Polynom  in  den  a  und  h. 

Genau  so,  wie  bei  Satz  1,  §  86  läßt  sich  zeigen,  daß  P 
als  Polynom  in  den  a  und  h  irreduzibel  ist.  Da  die  Gleichungen 
P  =  0  und  R  =  0  beide  eine  notwendige  und  hinreichende  Be- 
dingung dafür  angeben,  daß  f  und  cp  einen  gemeinsamen  Faktor 
besitzen,  so  muß  jedes  Wertesystem  der  a  und  h,  für  das  P=0 
ist,  auch  R  zum  Verschwinden  bringen.  Nach  Satz  7,  §  76 
ist  P  also  ein  Faktor  von  R.  Nun  ist  P  vom  Grade  m  in 
den  a,  vom  Grade  n  in  den  b.  Das  gleiche  gilt  auch  für  R, 
wie  man  sofort  an  der  Determinantenform  in  §  68  erkennt. 
Da  also  P  als  Faktor  von  R  denselben  Grad  besitzt  wie  R, 
so  kann  es  sich  von  R  nur  durch  einen  konstanten  Faktor 
unterscheiden,  und  damit  ist  unser  Satz  bewiesen. 

Wir  werfen  jetzt  die  Frage  auf,  wann  die  binäre  Form 
f(Xi,  X2)  einen  mehrfachen  linearen  Faktor  besitzt.  Die  not- 
wendige und  hinreichende  Bedingung  dafür  besteht  offenbar  in 
dem  Verschwinden  des  Produktes 


(«2"«3  -  «a'^s")  •  •  •  («2' V-  ^2^nl 


«-l<-<-l«n  )^ 

wo  die  a',  a'  die  gleiche  Bedeutung  wie  vorhin  haben.  P^  ist 
nicht  symmetrisch  in  bezug  auf  die  Veränderlich enpaare  a,  da 
die  Vertauschung  zweier  Indices  Pj   in  —  P^  verwandelt. 

Dagegen  ist  P^  eine   binäre   symmetrische  Funktion,   die 
als  Polynom  in  den  a  dargestellt  werden  kann: 

[P,(«.',  «/';  .  .  .;  «;,  «„")]'  =  -fK,  •■•«„)• 
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Dabei  verschwindet  F  dann  und  nur  dann,  wenn  P^  es 
tut.  Daher  ist  die  Gleichung  F  =  0  eine  notwendige  und  hinr 
reichende  Bedingung  dafür,  daß  f{x^,x^  einen  mehrfachen  line- 
aren FaJdor  'besitzt. 

Aber  das  Verschwinden  der  Diskriminante  A  (vgl.  §  82) 
von  f{x^  j  x^  stellt  ebenfalls  eine  solche  Bedingung  dar.  Es 
gilt  nun  der  Satz: 

Satz  2.  Die  Polynome  F  und  A  unterscheiden  sich  nur 
durch  einen  konstanten  Faktor  und  sind  irreduzihel  in  den  a. 

Den  Beweis  dieses  Satzes,  der  sich  eng  an  den  von  Satz  1 
anschließt,  überlassen  wir  dem  Leser. 

Unterwirft  man  die  beiden  binären  Formen  f  und  (py  die 
wir  in  lineare  Faktoren  zerspalten  voraussetzen,  der  linearen 
Transformation 

SO  erhält  man  zwei  neue  binäre  Formen 

(^1    ^1    ~  ^1  ^2  )  (^2    ^1  ^2  ^2  )  •  •  •  (-^n     ^1     ~  ^n  ^2  )  ? 

(A"^/—  ^l'^20(-^2"^l'—  ^2' ^2')  •  •  •  (Ä'<  —  B^x^), 
wo 

^/  =  —  «/'Cl2  +  <^22  y       ^i   =  —  /3/'Ci2  +  ^7^22  ; 

SO  daß 

A:'B;-A:B:'^e{a;'ß:-a:ß:') 

wird,  wo  c  die  Transformationsdeterminante  bedeutet. 

Da  die  lineare  Transformation  (1)  die  a  und  ß  gewisser- 
maßen in  die  A  und  B  überführt,  so  ist  der  Ausdruck 
cc.''ßj—  cc-ßj'j  wie  die  letzte  Identität  zeigt,  in  gewissem  Sinne 
eine  Invariante  vom  Gewicht  Eins.  Sie  kann  aber  nicht  rational 
durch  a  und  h  dargestellt  werden,  und  so  haben  wir  hier  ein 
Beispiel  einer  irrationalen  Invariante. 

Die  Resultante  von  f  und  cp  ist  als  Produkt  von  m  •  n 
solchen  irrationalen  Invarianten  vom  Gewicht  1  offenbar  eine 
Invariante  vom  Gewicht  mn.  Diese  Tatsache  ist  somit,  unab- 
hängig von  §  82,  von  neuem  bewiesen. 

Ein  ähnlicher  Beweis  bezieht  sich  auf  die  Diskriminante 
einer  binären  Form. 
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Übungen 

Die  Invariantentheorie  der  binären  biquadratisclien  Form 

=  (a/'a?!  —  a/iCg)  («2"^!  —  «s'^s)  {^$"^1  —  ^s^i)  K"^i  —  0^4' ^2) 
soll  nach  folgenden  Richtlinien  entwickelt  werden. 

1.  Man  geht  aus  von  den  irrationalen  Invarianten  vom  Gewicht  2 

Ä  =  (a/'a/  —  a/a/')  (oTg"«/  —  a^' cc^") 
B  =  (a/'wg'  —  cc^'cc^")  (a^"(x^'  —  cc/ cc^") 

deren  Summe  gleich  Null  ist.  Ihre  mit  entgegengesetztem  Vorzeichen 
versehenen  Verhältnisse    sind    die    Doppelverhältnisse    der   vier   Punkte 

2.  Man  bildet  die  weiteren  irrationalen  Invarianten  vom  Gewicht  2 : 

JE^=B  —  C,        E^  =  C  —  A,        E^^A  —  B; 

dann  ist  zu  zeigen,  daß  jedes  homogene  symmetrische  Polynom  in 
E^,E^^  E^  eine  binäre  symmetrische  Funktion  der  vier  Punkte  (a/ :  cc-') 
ist,  mithin  eine  ganze  rationale  Invariante  von  f. 

3.  Insbesondere  sind  die  Ausdrücke 

^2  ^  -^'2  -^8  +  -^3  -^X  +  ^l  ^i  •>  ^8  ^  -^1  -^2  ^8 

homogene  ganze  rationale  Invarianten  vom  Gewicht  4,  bzw.  6  und  vom 
Grade  2,  bzw.  3.     Es  ist  nachzuweisen,  daß 


wo 


^2  =  ao«4  — 4%«8  ^-3a2^ 


^"   ~\'- 


Die  Ausdrücke  g^  und  g^  sind  die  einfachsten  Invarianten  von  f.^) 

4.  Die  Diskriminante  ^  von  f  ist 

zl  =  g,'  —  21g,K 

5.  Ist  zf=|=0,  so  bildet  die  Gleichung  ^3  =  0  die  notwendige  und 
hinreichende  Bedingung  dafür,  daß  die  vier  Nullstellen  von  /"zueinander 
harmonisch  liegen.  Sie  liegen  dagegen  äquianharmonisch  (Übung  3,  §  33) 
dann  und  nur  dann,  wenn  g^  verschwindet. 

6.  Für  ^2  ^  fi's  ==  0 ,  und  nur  dann,  hat  f  einen  (mindestens)  drei- 
fachen linearen  Faktor.*) 


1)  Sie  gehören  zu  den  am  längsten  bekannten  Invarianten  (Gayley 
und  Boole  1845). 

2)  Hier  ist  durch  das  Verschwinden  zweier  ganzer  rationaler  In- 
varianten eine  projektive  Eigenschaft  des  Ortes  f=0  dargestellt;  vgl. 
die  letzten  Textzeilen  in  §  81. 
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7.  Bedeutet  l  die  absolute  irrationale  Invariante 

d.  i.  eins  der  Doppelverhältnisse  der  vier  Nullstellen  von  /",  so  kann  die 
absolute  rationale  Invariante 


1  = 


in  der  Gestalt  dargestellt  werden; 


j^_±{V-x-i-iy 


27     {x  —  iyx^  ' 

8.  Zwei  binäre  biquadratische  Formen  von  nicht  verschwindender 
Diskriminante  sind  dann  und  nur  dann  äquivalent,  wenn  die  Invariante  I 
für  beide  Formen  denselben  Wert  hat. 

9.  Zwei  binäre  biquadratische  Formen,  für  die  die  Invarianten  g^ 
und  g^  von  Null  verschieden  sind,  sind  gegenüber  linearen  Transforma- 
tionen von  der  Determinante  -\-  1  dann  und  nur  dann  äquivalent,  wenn 
sowohl  g^  als  auch  g^  für  beide  Formen  denselben  Wert  hat. 

10.  Eine  binäre  biquadratische  Form  von  nicht  verschwindender 
Diskriminante  kann  durch  lineare  Transformationen  von  der  Determi- 
nante -|-  1  auf  die  Normalform  gebracht  werden: 

11.  Jede  ganze  rationale  Invariante  einer  binären  biquadratischen 
Form  ist  ein  Polynom  in  g^  und  g^ . 


12.  Die  Invariantentheorie  eines  Paares  binärer  quadratischer 
Formen  soll  in  derselben  Weise  entwickelt  werden,  wie  wir  es  soeben 
für  eine  einzelne  biquadratische  Form  getan  haben. 

13.  Jede  ganze  rationale  Invariante  eines  Paares  quadratischer 
Formen  in  n  Veränderlichen  ist  eine  ganze  rationale  Funktion  der  In- 
varianten ©0 ,  ...  0^  in  §  57. 

Man  zeige  zunächst,  daß,  wenn  eine  gewisse  ganze  rationale  Funktion 
der  Koeffizienten  der  beiden  quadratischen  Formen  nicht  verschwindet, 
eine  lineare  Transformation  von  der  Determinante  -\-  1  existiert,  die  die 
beiden  Formen  überführt  in 

ai^i'  +  o^2^2'H [-a«^nS 

Dann  ist  nachzuweisen,  daß  jede  ganze  rationale  Invariante  des  Formen- 
paares als  binäre  symmetrische  Funktion  von  (a^,  /3j),  (a^,  ^2),  .  .  .  (a„,i3„) 
ausgedrückt  werden  kann,  und  daß  die  @  gerade  die  elementaren  binären 
symmetrischen  Funktionen  sind. 
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Kapitel  XX 
Elementarteiler.     Äquivalenz  der  A-Matrioes 

91.  A-HHatrices  und  ihre  elementaren  Umformungen. 

Die  von  Sylvester^  H.  J.  8.  Smith  und  besonders  Weierstraß  be- 
gründete, in  wesentlichen  Punkten  von  Kronecker,  Frobenius 
und  anderen  erweiterte  Theorie  der  E lernen tarteiler  hat,  soweit 
sie  hier  gebracht  werden  soll^),  die  Aufgabe,  Matrices  zu  unter- 
suchen, deren  Elemente  Polynome  in  einer  Veränderlichen  X 
sind.  Solche  Matrices,  die  unbeschadet  der  Allgemeinheit  als 
quadratisch  vorausgesetzt  werden  dürfen,  sollen  l-Matrices 
heißen.^)  Die  Determinante  einer  A-Matrix  ist  ein  Polynom 
in  A;  verschwindet  dieses  identischy  so  soll  die  Matrix  als  sin- 
gulare 2-Matrix  bezeichnet  werden.  Unter  dem  Range  der 
A-Matrix  verstehen  wir  die  Ordnung  ihrer  höchsten  nicht  iden- 
tisch verschwindenden  Determinante. 

Wie  in  §  19  haben  wir  es  auch  hier  mit  gewissen  ele- 
mentaren  Umformungen  zu   tun,  die  wie  folgt  erklärt  werden: 

Erklärung  1.  Unter  einer  elementaren  Umformung  einer 
X-Matrix  verstehen  wir  folgende  Operationen: 

a)  Vertauschung  zweier  Reihen  oder  zweier  Kolonnen; 

b)  Multiplikation  aller  Elemente  einer  Reihe  (Kolonne)  mit 
ein  und  demselben  nicht  verschwindenden  konstanten  Faktor; 

c)  Addition  der  mit  ein  und  demselben  Polynom  in  X  multi- 
plizierten Elemente  einer  Reihe  (Kolonne)  zu  den  entsprechenden 
Elementen  einer  anderen  Reihe  (Kolonne). 

1)  Man  kann  die  Theorie  noch  in  mannigfacher  Weise  erweitern. 
Zunächst  kann  man  Matrices  betrachten,  deren  Elemente  Polynome  in 
einer  beliebigen  Anzahl  von  Veränderlichen  sind.  Oder  man  beschränkt 
sich  auf  Polynome,  deren  Koeffizienten  einem  gewissen  Rationalitäts- 
bereich angehören.  Schließlich  kann  man  den  Gegenstand  auch  vom 
Gesichtspunkt  der  Zahlentheorie  aus  angreifen  und  die  Koeffizienten  der 
Polynome  als  ganzzahlig  voraussetzen.  Der  einfachste  Fall  würde  dann 
der  sein,  daß  die  Elemente  der  Matrix  selbst  ganze  Zahlen  sind.  Vgl. 
Übung  2,  §  91,  Übung  3,  §  92,  Übung  2,  §  94. 

2)  Ein  wichtiges  Beispiel  einer  A-Matrix  ist  die  Matrix  eines  Büschels 
quadratischer  Formen,  auf  welche  die  allgemeine  Theorie  in  Kapitel  XXII 
angewandt  wird. 
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Kann  man  von  einer  ersten  Matrix  zu  einer  zweiten  durch 
elementare  Umformung  gelangen,  so  ist  es  offenbar  auch  mög- 
lich, von  der  zweiten  Matrix  zur  ersten  wieder  durch  eine  ele- 
mentare Umformung  überzugehen.  Daher  dürfen  wir  fest- 
setzen : 

Erklärung  2.  Ztvei  X-Matrices  heißen  äquivalent,  wenn 
man  von  der  einen  zur  anderen  durch  eine  begrenzte  Zahl  ele- 
mentarer Umformungen  gelangen  kann. 

Alle  A-Matrices,  die  zu  einer  gegebenen  Matrix  äquivalent 
sind,  sind  untereinander  äquivalent.  Ganz  ähnlich  wie  in  §  19 
beweist  man,  daß  zwei  äquivalente  2-Matrices  stets  den  gleichen 
Rang  haben. 

Außer  dem  Range  gibt  es  aber  noch  andere  Größen,  die 
bei  elementaren  Umformungen  ungeändert  bleiben.  Um  das 
zu  zeigen,  beginnen  wir  mit  einem  Hilfssatz: 

Hilfssatz  1.  Raten  alle  i-reihigen  Determinanten  der  l-Ma- 
trix  a  das  Polynom  cp(X)  als  Faktor ,  so  besitzen  auch  alle 
i-reihigen  Determinanten  jeder  aus  a  durch  eine  elementare  Um- 
formung hervorgehenden  Matrix  diesen  Faktor. 

Ist  die  elementare  Umformung  vom  Typus  (a)  oder  (b)  (Er- 
klärung 1),  so  ist  der  Satz  ohne  weiteres  klar,  denn  diese  Umfor- 
mungen multiplizieren  die  ^-reihigen  Determinanten  nur  mit  kon- 
stanten Faktoren,  die  von  NuU  verschieden  sind.  Liegt  die  Um- 
formung (c)  vor,  so  wollen  wir  voraussetzen,  sie  bestehe  darin, 
daß  man  zu  den  Elementen  der  p*®^  Kolonne  von  a  die  mit 
dem  Polynom  ■ip{X)  multiplizierten  entsprechenden  Elemente 
der  q^^^  Kolonne  addiert.  Jede  «-reihige  Determinante  von  a, 
in  der  die  p*®  Kolonne  nicht  vorkommt,  ebenso  jede,  die  so- 
wohl die  |;*®  als  auch  die  g*®  Kolonne  enthält,  bleibt  ungeändert. 
Die  i-reihigen  Determinanten,  die  die  p*®,  nicht  aber  die  5*®  Ko- 
lonne enthalten,  gehen  bei  der  Umformung  über  in  die  Form 
A  ±  ilj{X)By  wo  A  und  B  «-reihige  Determinanten  von  a  sind. 
Daraus  folgt  aber  unmittelbar,  daß  unser  Satz  auch  in  diesem 
Falle  gültig  ist. 

Satz  1.  Bezeichnen  wir  mit  r  den  gemeinsamen  Bang  der 
äquivalenten  l-Matrices  a  und  ö,  und  ist  i^r,  so  ist  der  größte 
gemeinsame  Teiler  D^il)  der  i-reihigen  Determinanten  von  a 
auch  größter  gemeinsamer  Teiler  der  i-reihigen  Determinanten 
von  h. 
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Nach  dem  Hilfssatz  ist  Di{X)  Faktor  aller  i-reihigen  De- 
terminanten von  b.  Hätten  diese  noch  einen  Faktor  höheren 
Grades,  so  müßte  dieser  nach  dem  Hilfssatz  auch  noch  Faktor 
aller  ^- reihigen  Determinanten  in  a  sein,  was  aber  der  Voraus- 
setzung widerspricht. 

Der  hiermit  bewiesene  Satz  zeigt,  daß  die  größten  gemein- 
samen Teiler  D^(X),  .  .  .  D^^)  invariant  gegenüber  elementaren 
Umformungen  sind,  oder  allgemeiner,  daß  sie  Invarianten  sind 
gegenüber  allen  Transformationen,  die  aus  elementaren  Um- 
formungen gebildet  werden  können.  Sie  bilden  überdies  mit 
dem  Range  r  zugleich  ein  vollständiges  Invariantensystem.  Um 
das  nachzuweisen,  zeigen  wir,  wie  die  A-Matrix  vermöge  ele- 
mentarer Umformungen  auf  eine  sehr  einfache  Normalform 
gebracht  werden  kann. 

Hilfssatz  2.  Wenn  das  erste  Element^)  f{X)  einer  X-Matrix 
nicht  identisch  verschwindet  und  Icein  Faktor  aller  übrigen  Ele- 
mente ist,  so  läßt  sich  eine  äquivalente  Matrix  angeben,  deren 
erstes  Element  nicht  identisch  verschwindet  und  von  geringerem 
Grade  ist  als  f. 

Zunächst  setzen  wir  voraus,  in  der  ersten  Reihe  stehe  ein 
nicht   durch  f(X)   teilbares  Element  fi{l)  in  der  /^^  Kolonne. 
Der  Quotient  von  f^  durch  f  sei  q,  der  Rest  r;  es  sei  also: 
f,{X)^q{X)fiX)  +  r{X). 

Addiert  man  also  zu  den  Elementen  der  f^^  Kolonne  die  mit 
—  q(X)  multiplizierten  entsprechenden  Elemente  der  ersten,  so 
ergibt  sich  eine  äquivalente  Matrix,  in  der  das  erste  Element 
der  f^"^  Kolonne  r(A)  ist,  also  von  geringerem  Grade  als  /"(A). 
Jetzt  hat  man  nur  noch  die  erste  Kolonne  mit  der  f^"^  zu  ver- 
tauschen, und  unser  Satz  ist  für  den  betrachteten  FaU  be- 
wiesen. 

Der  Beweis  gestaltet  sich  genau  so,  wenn  in  der  ersten 
Kolonne  ein  nicht  durch  f  teilbares  Glied  steht. 

Nun  sei  jedes  Element  der  ersten  Reihe  und  der  ersten 
Kolonne  durch  f  teilbar;  nicht  durch  f  teilbar  sei  das  Glied 
in  der  i*®°  Reihe  und  j^^  Kolonne.  Das  Element  ia  der  ersten 
Reihe  und  j*®""  Kolonne  sei  'ijj(l)f{X).  Dann  bilden  wir  eine 
äquivalente    Matrix,    indem    wir    zu    den   Elementen    der   j^"^ 

1)  Erstes  Element  einer  Matrix  soll  das  Element  links  oben  heißen. 
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Kolonne  die  mit  — 1/^(2)  multiplizierten  entsprechenden  Elemente 
der  ersten  Kolonne  addieren.  In  dieser  Matrix  steht  f  noch 
links  oben,  das  erste  Element  der  /®^  Kolonne  ist  aber  gleich 
Null.  Das  erste  Element  der  ^*®^  Reihe  ist  unverändert  ge- 
blieben und  ist  daher  durch  f\X)  teilbar.  Das  Element  in  der 
i*®^  Reihe  und  /®^  Kolonne  schließlich  ist  auch  jetzt  noch  nicht 
durch  f{l)  teilbar. 

Jetzt  bilden  wir  eine  neue  äquivalente  Matrix  aus  der 
letzten,  indem  wir  zu  den  Elementen  der  ersten  Kolonne  die 
entsprechenden  Elemente  der  j*®""  Kolonne  addieren.  Das  Ele- 
ment links  oben  ist  noch  immer  f(l)\  das  erste  Element  der 
^•teu  ^qW^q  igt  aber  nicht  durch  f{X)  teilbar.  Diese  Matrix  fällt 
daher  unter  den  behandelten  Fall,  wo  ein  Element  in  der 
ersten  Kolonne  nicht  durch  f{V)  teilbar  war;  somit  ist  der  Satz 
vollständig  bewiesen. 

Hilfssatz  3.  Eine  X- Matrix,  deren  Elemente  nicht  sämt- 
lich verschwinden  j  kann  stets  in  eine  äquivalente  Matrix  um- 
geformt werden,  die  folgende  Eigenschaften  besitzt: 

a)  das  erste  Element  f(X)  verschwindet  nicht  identisch, 

b)  alle  ührigett  Elemente  der  ersten  Beihe  und  der  ersten 
Kolonne  sind  identisch  Null, 

c)  die  noch  verUeihenden  Elemente  sind  sämtlich  durch  f{X) 
teilbar. 

Zunächst  kann  man  nämlich  an  die  erste  Stelle  ein  nicht 
identisch  verschwindendes  Element  durch  geeignete  Umstellung 
von  Reihen  und  von  Kolonnen  bringen.  Ist  dieses  kein  ge- 
meinsamer Faktor  aller  übrigen  Elemente,  so  läßt  sich  nach 
Hilfsatz  2  eine  äquivalente  Matrix  angeben,  deren  erstes  Element 
von  geringerem  Grade  ist  (und  nicht  identisch  verschwindet). 
Ist  dies  Element  nicht  ein  gemeinsamer  Faktor  aller  übrigen, 
so  wiederholen  wir  das  Verfahren.  Jedesmal  wird  dabei  der 
Grad  des  ersten  Elementes  erniedrigt;  das  Verfahren  muß  also 
einmal  aufhören,  d.  i.  das  erste  Element  wird  dann  gemein- 
samer Faktor  aller  übrigen.  Durch  geeignete  Umformungen 
des  Typus  (c)  (Erklärung  1)  lassen  sich  dann  alle  Elemente 
der  ersten  Reihe  und  der  ersten  Kolonne  auf  NuU  reduzieren, 
ausgenommen  das  erste  Element  der  Matrix.  Dann  sind  aber 
die  sonstigen  Elemente  sämtlich  durch  das  erste  teilbar;  d6r 
Hilfssatz  ist  also  bewiesen. 
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Da  f{X)  ein  Teiler  aller  übrigen  Elemente  der  verein- 
fachten Matrix  ist,  muß  f(l)  nach  Satz  1  der  größte  gemein- 
same Teiler  aller  Elemente  der  ursprünglichen  Matrix  sein. 

Der  soeben  bewiesene  Hilfssatz  sagt  also  aus,  daß  die 
A-Matrix  n*®^  Ordnung  vom  Range  r  >  0 


(1) 


"In 


durch  elementare  Umformungen  auf  die  Gestalt  gebracht  werden 
kann: 

A«  0      ...    0 


(2) 


0     K 


...K 


0     k 


n— 1,71  —  1 


WO  f^  (A)  ^  0  ein  Teiler  aller  h  ist.  Da  die  Matrix  (2)  not- 
wendig den  Rang  r  besitzt,  so  hat  die  Matrix  (n  —  1)*®''  Ord- 
nung 

••    h,n-l 


(3) 


'11 


n  —  l  ,n  — 1 


den  Rang  r  —  1.    Ist  also  r  >  1,  so  kann  die  Matrix  (3)  ver- 
möge elementarer  Umformungen  auf  die  Gestalt 

m)   0  ...    0 


(4) 


0 


0 


2,1 


gebracht  werden,  wo  f^  (A)  ^  0  ein  Teiler  sämtlicher  c  ist.  Nach 
Satz  1  ist  /'2(A)  als  größter  gemeinsamer  Teiler  aller  Elemente 
der  Matrix  (4)  auch  größter  gemeinsamer  Teiler  aller  h  und 
daher  durch  /i(X)  teilbar. 

Von  Bedeutung  ist  es  nun,  daß  die  elementaren  Umfor- 
mungen, die  die  Matrices  (3)  und  (4)  ineinander  überführen, 
auch   als   elementare  Umformungen   der   Matrix  (2)   angesehen 
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werden  können,  nämlicli  als  solche,  die  die  erste  Reihe  und 
Kolonne  dieser  Matrix  ungeändert  lassen.  Somit  ist  die  Matrix 
(1)  durch  eine  Aufeinanderfolge  elementarer  Umformungen  auf 
die  Gestalt  gebracht: 


(5) 


f,{X)   0       0    . 
0   f,{X)     0     . 
0       0      c,,    . 

.      0 
.      0 

0       0    c. 


2,n-2 


WO  weder  /^  noch  f^  identisch  verschwinden,   wo  ferner  /i  ein 
Teiler  von  /g,  und  f^  ein  Teiler  sämtlicher  c  ist. 

Ist  r  >  2,  so  läßt  sich  die  {n  —  2)-reihige  Matrix  der  c, 
die  offenbar  den  Rang  r  —  2  besitzt,  in  ähnlicher  Weise  weiter 
umgestalten.  Auf  diesem  Wege  läßt  sich  die  Matrix  (1)  schließ- 
lich auf  die  folgende  Form  bringen: 

f^{X)     0     ...     0    0...0I 
0    /^(A)...     0     0...0 


(6) 


0       0 


frW  0  .   .  -  0 

0     0...0 


0     0...0 


wo  kein  f  identisch  verschwindet  und  jedes  f  ein  Teiler  des 
folgenden  ist. 

Soweit  haben  wir  nur  elementare  Umformungen  der  Typen 
{a)  und  (c)  benutzt  (Erkl.  1).  Durch  elementare  Umformung 
vom  Typus  (h)  läßt  sich  die  Matrix  (6)  noch  weiter  verein- 
fachen; es  kann  nämlich  noch  der  Koeffizient  der  höchsten  Po- 
tenz von  l  in  jedem  Polynom  f^{X)  zu  Eins  gemacht  werden. 
Somit  ist  der  Satz  bewiesen: 

Satz  2.  Jede  X- Matrix  n*^^  Ordnung  vom  Bange  r  kann 
vermöge  elementarer  Umformungen  auf  die  Normalform  gebracht 
werden: 
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WO  in  jedem  Polynom  JE.(X)  der  Koeffizient  der  höchsten  Potenz 
von  X  gleich  Eins  ist  und  E^{X)  ein  Faktor  von  E.^^(X)  ist, 
wenn  i  die   Werte  1,  2, .  .  .  r  —  1  durchläuft 

Nach  Satz  1  stimmt  der  größte  gemeinsame  Teiler  der 
^- reihigen  Determinanten  (^  ^  r)  der  ursprünglichen  Matrix 
mit  dem  größten  gemeinsamen  Teiler  der  i- reih  igen  Determi- 
nanten der  Matrix  in  der  Normalform  (7)  überein.  Diese  sind 
aber  alle  identisch  gleich  Null,  ausgenommen  nur  die,  welche 
aus  i  Faktoren  E  bestehen.  Eine  von  diesen  möge 
(8)  E,X^)E,^{X).--E,^{X) 

sein,  wo  die  ganzen  Zahlen  \,  Jc^,  •  •  -h  ^®^  Größe  nach  ge- 
ordnet sind  und  k^  am  kleinsten  ist.  Dann  ist  offenbar  \  ^  1, 
^2^2,  '  '  -t^i^i  Daher  ist  E^  ein  Faktor  von  Ej^  ,  E^  ein 
ein  Faktor  von  E^    usw.     Jetzt  erweist  sich  auch 

'  E,iX)E,{X)...E,iX) 
als    Faktor    von  (8);    er   ist   überdies   der   größte    gemeinsame 
Teiler    der    ^- reihigen    Determinanten,    da    er    ja    selbst    eine 
*- reihige  Determinante  darstellt. 

Satz  3.    Der  größte  gemeinsame  Teiler  der  i-reihigen  Deter- 
minanten einer  X- Matrix  vom  Bange  r  (i^r)  ist 
D,{l)^E,{l)E,{X)---ElX), 

wenn  die  E  die  Elemente  der  Normalform  (7)  bedeuten,  auf  die 

die  Matrix  durch  elementare  Umformungen  gebracht  werden  kann. 
In  diesem  größten  gemeinsamen  Teiler  ist  der  Koeffizient 

der  höchsten  Potenz  von  X  gleich  Eins. 

Jetzt  gelangen  wir  zu  dem  wichtigsten  Satze: 

Satz  4.    Zwei  X-Matrices  n^''  Ordnuny  sind  dann  und  nur 

dann  aequivalent,  wenn  sie  denselben  Rang  r  besitzen  und  wenn 
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für  jeden  Wert  i  von  1  bis  r  einschließlich  die  i -reihigen  Deter- 
minanten der  einen  Matrix  denselben  größten  gemeinsamen  Teiler 
besitzen  wie  die  i -reihigen  Determinanten  der  anderen  Matrix. 
Daß  diese  Bedingung  notwendig  ist,  zeigt  Satz  1.  Wir  haben 
also  noch  zu  zeigen,  daß  sie  auch  hinreichend  ist.  Dazu  nehmen 
wir  an,  beide  Matrices  seien  auf  die  Normalform  (7)  gebracht, 
wobei  die  Elemente  der  einen  Normalform  durch  Akzente  von 
denen  der  anderen  unterschieden  werden  sollen.  Sind  die  Be- 
dingungen unseres  Satzes  erfüllt,  so  ist  nach  Satz  3: 

i:,'iX)E,'(X)^E,{X)E,iX) 
E^{X)E^{X)  E,'iX)  =  E,{X)E,{X)E,iX) 


Da  keins  dieser  E  identisch  verschwindet,  so  folgt: 
E:iX)^E,(X)  (i=l,2,...r). 

Die  Normalformen,  auf  die  die  beiden  Matrices  gebracht 
werden  können,  sind  also  identisch,  und  somit  die  ursprüng- 
lichen Matrices  selbst  äquivalent.  (Sind  zwei  A- Matrices  einer 
dritten  äquivalent,  so  sind  sie  auch  untereinander  äquivalent.) 

Übungen 


.  Die  Matrix 

l 

1 

0 

0 

0 

0 

X 

0 

0 

0 

0 

0 

X 

0 

0 

0 

0 

0 

X  — 

1     0 

0 

0 

0 

0 

X- 

soll  durch  elementare  Umformungen  auf  die  Normalform  (7)  gebracht 
werden.  Das  Ergebnis  soll  bestätigt  werden,  indem  man  die  größten 
gemeinsamen  Teiler  D/A.)  zuerst  unmittelbar  aufsucht  und  dann  aus  der 
Normalform  bildet. 

2.  Unter  einer  elementaren  Umformung  einer  Matrix,  deren  Ele- 
mente sämtlich  ganzzahlig  sind,  versteht  man  eine  der  folgenden  Ope- 
rationen : 

a)  Vertauschung  zweier  Reihen  oder  Kolonnen. 

b)  Vorzeichenwechsel  aller  Elemente  derselben  Reihe  oder 
Kolonne. 

c)  Addition  der  mit  ein  und  demselben  ganzzahligen  Faktor 
multiplizierten  Elemente  einer  Reihe  (Kolonne)  zu  den  entsprechenden 
Elementen  einer  anderen  Reihe  (Kolonne). 

Bö  eher,  höhere  Algebra  19 
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Auf  Grund  dieser  Erklärung  soll  die  Theorie  der  nur  aus  ganz- 
zahligen Elementen  bestehenden  Matrices  in  derselben  Weise  entwickelt 
werden,  wie  die  der  ^-Matrices. 

92.  Invariante  Faktoren  und  Elementarteiler.    An 

Stelle  der  Invarianten  D^{1)  des  letzten  Abschnitts  führt  man 
vielfach  zweckmäßiger  andere  Invarianten  ein,  die  wir  als  in- 
variante Faktoren  bezeichnen  wollen.  Zu  ihrer  Erklärung  be- 
nutzen wir  einen  Satz,  der  unmittelbar  aus  Satz  3,  §  91  folgt. 

Satz  1.  Der  größte  gemeinsame  Teiler  der  i -reihigen  Deter- 
minanten (i  =  2,  3,  .  .  .  r)  einer  X- Matrix  vom  Range  r  ist  durch 
den  größten  gemeinsamen  Teiler  der  {i  —  1) -reihigen  Determi- 
nanten teilbar. 

Erklärung  1.  Wird  in  der  X- Matrix  a  vom  Range  r  der 
größte  gemeinsame  Teiler  der  i-reihigen  Determinanten  mit 

I),{1)  (i=l,  2,...r) 

bezeichnet,  wobei  der  Koeffizient  der  höchsten  Potenz  von  X  gleich 
Eins  sein  soll  und  das  Symbol  Dq(X)  identisch  Eins  bedeutet, 
so  heißt  das  Polynom 

der  i^  invariante  Faktor  von  a. 

Aus  dieser  Erklärung  folgt,  daß  die  E  wirklich  Invarianten 
sind-,  denn  sie  sind  durch  die  D  völlig  bestimmt,  und  diese 
sind  Invarianten,  wie  in  §  91  bewiesen  wurde.  Femer  findet 
man  durch  Multiplikation  der  ersten  i  Identitäten  (1)  die  weitere 
Identität 
(2)  Bll)^E,{X)E,{l)---ElX)     (i  =  l,2...r). 

Daher  bestimmen  auch  umgekehrt  die  E  die  Größen  D 
völlig,  und  somit  ergeben  auch  die  E  zusammen  mit  dem  Range  r 
ein  vollständiges  Invariantensystem: 

Satz  2.  Zwei  X- Matrices  gleicher  Ordnung  sind  dann  und 
nur  dann  äquivalent,  wenn  sie  denselben  Rang  r  besitzen'^)  und 
die  invarianten  Faktoren  der  einen  mit  den  entsprechenden  der 
anderen  Matrix  übereinstimmen. 


I)  Diese  Bedingung   ist  insofern  unnötig,   als   der  Rang  durch  die 
Anzahl  der  E  bereits  gegeben  ist. 
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Im  Falle  einer  nicht-singulären  Matrix  n^^  Ordnung  unter- 
scheidet sich  DnW  von  der  Determinante  der  Matrix  nur  durch 
einen  konstanten  Faktor;  daraus  ergibt  sich,  daß  abgesehen  von 
einem  konstanten  nicht  verschwindenden  Faktor  die  Determi- 
nante mit  dem  Produkt  aller  invarianten  Faktoren  überein- 
stimmt. Dieser  Fall  ist  unter  allen  anderen  am  wichtigsten; 
hieraus  erklärt  sich  auch  die  Berechtigung  der  Bezeichnung 
invarianter  FaMor,  denn  wir  haben  es  hier  wirklich  mit  Fak- 
toren der  Determinante  zu  tun 

Ein  Blick  auf  Satz  3,  §  91  zeigt,  daß  unsere  invarianten 
Faktoren  genau  die  Polynome  E.  der  Normalform  (7),  §  91 
sind.  Da  in  jener  Normalform  jedes  E  ein  Teiler  des  folgenden 
ist,  so  ergibt  sich  der  wichtige  Satz: 

Satz  3.  Von  den  aufeinanderfolgenden  invarianten  Faktoren 
E^{X)y  .  .  .  Ej.{X)  einer  k- Matrix  vom  Bange  r  ist  jeder  ein  Teiler 
aller  folgenden. 

Sind  also  die  invarianten  Faktoren  einer  A- Matrix  ge- 
geben, so  kann  man  ihre  Reihenfolge  dadurch  ermitteln, 
daß  man  sie  dem  Grrade  nach  ordnet,  wobei  mit  dem  in- 
varianten Faktor  niedersten  Grades  zu  beginnen  ist.  Zwei 
invariante  Faktoren  von  gleichem  Grade  sind  notwendig 
identisch. 

Die  invarianten  Faktoren  sind  ebenso  wie  die  Größen  D 
rationale  Invarianten  der  2 -Matrix,  denn  sie  sind  aus  den 
Elementen  der  Matrix  nur  durch  rationale  Operationen  ge- 
bildet; die  in  §  91  erklärten  elementaren  Umformungen  er- 
fordern ja  nur  Addition,  Subtraktion,  Multiplikation  und 
Division. 

Im  Gegensatz  dazu  sind  die  von  Weierstraß  eingeführten 
Elementarteiler  im  allgemeinen  irrationale  Invarianten.^)  Bevor 
wir  zu  ihnen  übergehen,  brauchen  wir  noch  eine  vorbereitende 
Erklärung: 

Erklärung  2.  Bedeutet  D^{V)  den  größten  gemeinsamen 
Teiler  der  r-reihigen  Determinanten  der  X- Matrix  a  vom  Bange  r, 


1)  Deutsche  Autoren  verwenden  im  Anschluß  an  Frobenius  die  Be- 
zeichnung Elementarteiler  auch  wohl  für  beide  Arten  von  Invarianten. 
Dann  muß  man  aber  zu  ergänzenden  Adjektiven  greifen  und  von  den 
einfachen  Elementarteilern  (Weierstraß)  die  E  als  ztisammengesetzte  unter- 
scheiden. 

19* 
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so  heißen  die  linearen  FaMoren 

l  —  ay  X  —  a,  X  —  a",  •  •  • 
von  Dj.{X)  auch  die  linearen  Faktoren  der  Matrix  a}) 

Nach  Formel  (2)  ist  D^(X)  das  Produkt  aller  invarianten 
Faktoren  von  a.  Jeder  invariante  Faktor  ist  also  ein  Produkt 
gewisser  Potenzen  von  Linearfaktoren  von  a,  deren  Exponenten 
Null   oder  ganze   positive   Zahlen   sind.     Wir  erklären    daher: 

Erklärung  3.     Bezeichnet  man  mit 

E,{X)  =  {X-  ayi  {X  -  aji  {X  -  ajl  ...         (^  =  1,  2,  .  .  .  r) 

die  invarianten  Faktoren  der  X- Matrix  a  vom  Bange  r,  deren 
voneinander  verschiedene  Linearfaktoren 

X  —  a,  X  —  a\  X  —  a"j  •  •  • 
sind,  so  heißen  von  den  Größen 

{X  —  a)%       {X  —  «)%       {X-  afr^ 

{X  -  «  )<;         (A  -  (^Y-,        (^  -  f^y'r, 

{X  -  aJl,      {X  -  ay.\    (X-  a''yr, 


diejenigen f  die  sich  nicht  auf  eine  Konstante  reduzieren,  die 
Elementarteiler  der  Matrix  a;  man  sagt,  jeder  Elementar- 
teiler entspreche  dem  linearen  Faktor j  von  dem  er  eine 
Potenz  ist}) 

Die  invarianten  Faktoren  bestimmen    die  Elementarteiler 
völlig;  auch  das  Umgekehrte  ist  richtig,  wenn  nur  der  Rang  r 

1)  Ist  die  Matrix  nicht  singulär,  so   sind  ihre    linearen  Faktoren 
gleichzeitig  die  der  Determinante  der  Matrix. 

2)  Man  kann  diese  Erklärung  offenbar  auch  durch  die  folgende  er- 
setzen, in  der  der  Begriff  der  invarianten  Faktoren  nicht  vorkommt: 

Erklärung.  Bezeichnet  man  einen  Linearfdktor  der  l- Matrix  a 
vom  Bange  r  mit  X  —  a  und  den  Exponenten  der  höchsten  Potenz  von 
X — a,  die  Faktor  aller  i-reihigen  (i^r)  Determinanten  von  a  ist,  mit 
l^;  erklärt  man  ferner  die  ganzen  Zahlen  e^  (die  positiv  oder  Null  sind) 
durch  die  Gleichungen 

'i-\-h^i  (1  =  1,2,.. -r), 

so  heißen  diejenigen  Ausdrücke 

{X-a)%   {X-a)%--'{X-arr, 

die  sich  nicht  auf  eine  Konstante  reduzieren,  die  dem  Linearfaktor  X  —  a 
entsprechenden  Elementarteiler  von  a. 
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bekannt  ist.  Die  Elementarteiler  sind  also  nicht  nur  Invarianten, 
sondern  sie  bilden  auch  mit  dem  Range  zusammen  ein  voll- 
ständiges Invariantensystem: 

Satz  4.  Zivei  X-Matrices  sind  dann  und  nv/r  dann  äqui- 
valent, wenn  sie  denselben  Mang  besitzen  und  die  Elementarteiler 
der  einen  mit  den  entsprechenden  Elementarteilern  der  anderen 
identisch  sind. 

Aus  Satz  3  folgt  das  wichtige  Resultat: 

Satz  5.  Die  Gradzahlen  6^  der  Elementarteiler,  die  einem 
bestimmten  Linearfahtor  entsprechen,  genügen  den  Ungleichungen: 

e,>e,_^  (i  =  2,3,"-r). 

Dieser  Satz  gestattet  es,  die  einem  Linearfaktor  entsprechen- 
den Elementarteiler  geeignet  zu  ordnen,  nämlich  nach  der  Größe 
ihrer  Gradzahlen. 

Übungen 

1,  Von  den  beiden  Kegelschnitten  cp  =  0  und  i/>  =  0  ist  der  zweite 
nicht-singulär.  Es  soll  untersucht  werden,  in  welcher  Weise  die  An- 
zahl und  Art  der  singulären  Kegelschnitte  im  Büschel  cp  —  Xip  =  0 
von  der  Natur  der  Elementarteiler  der  Matrix  der  quadratischen  Form 
qp  —  Xip  abhängt. 

2,  Übung  1  soll  auf  den  Raum  von  drei  Dimensionen  ausgedehnt 
werden. 

3,  Die  Überlegungen  dieses  Abschnitts  sollen  auf  Matrices  ange- 
wandt werden,  deren  Elemente  sämtlich  ganzzahlig  sind  (Übung  2,  §  91). 

93.  Berechnung  der  invarianten  Faktoren  und 
Elementarteiler.  Das  einfachste  allgemein  gültige  Verfahren 
zur  Bestimmung  der  invarianten  Faktoren  einer  vorgelegten 
A- Matrix  besteht  darin,  die  Matrix  durch  elementare  Umfor- 
mungen schrittweise  genau  wie  in  Abschnitt  91  auf  die  Normal- 
form zu  bringen.  Aus  dieser  Normalform  können  die  invarianten 
Faktoren  sofort  abgelesen  werden;  aus  ihnen  lassen  sich  dann 
die  Elementarteiler  berechnen,  wobei  man  allerdings  im  all- 
gemeinen noch  Gleichungen  mehr  oder  weniger  hohen  Grades 
zu  lösen  hat. 

Indessen  gibt  es  zahlreiche  wichtige  Fälle,  in  denen  man 
die  Elementarteiler  nach  andern  Methoden  noch  einfacher  er- 
hält. Häufig  kann  man  die  Erklärung  der  Elementarteiler  un- 
mittelbar auf  die  gegebene  Matrix  anwenden.  Wir  betrachten 
etwa    die    A- Matrix    n^""  Ordnung,    in    der   jedes    Element    der 


294 


Kapitel  XX 


Hauptdiagonale  a  —  X  ist^  während  alle  übrigen  Elemente  ver- 
schwinden, ausgenommen  nur  die  unmittelbar  über  bzw.  rechts 
von  den  Elementen  der  Hauptdiagonale  stehenden;  diese  soUen 
von  NuU  verschiedene  Konstante  sein: 

a  —  l      q      0  ...      0  0 

0      a-X  c^  '"      0  0 


(1) 


a  —  l    c, 
0 


a  —  X 


fe^2-.-^'„-l+0). 


Die  Determinante  dieser  Matrix  ist  {a  —  X)".  Streicht  man  die 
erste  Kolonne  und  die  letzte  Zeile  aus,  so  hat  die  entstandene 
Determinante  den  Wert  c^c<^.. .  c^_^.     Daher  ist 

D„(X)^(i-«)«,    i)„_j(X)  =  l,    £„a)  =  (A-«)». 

Somit  ist  {X  —  a)"  der  einzige  Elementarteiler  dieser  Matrix, 
denn  außer  (X  —  a)"  sind  aUe  übrigen  invarianten  Faktoren 
gleich  Eins. 

Zuweilen  kann  man  dies  direkte  Verfahren  vorteilhaft  mit 
der  Methode  der  elementaren  Umformungen  verbinden  (vgl. 
Übung  1  am  Schlüsse  dieses  Abschnitts). 

Ein  weiteres  Mittel,  Elementarteiler  festzustellen,  liefern 
häufig  die  beiden  folgenden  Sätze,  deren  einfachen  Beweis  wir 
dem  Leser  überlassen: 

Satz  1.  Verschivinden  in  einer  X-Matrix  alle  Elementej  die 
außerhalb  der  Hauptdiagonale  stehen,  und  wird  jedes  Element 
der  Hauptdiagonale,  welches  nicht  Jconstant  ist,  als  ProduM  von 
Potenzen  verschiedener  Linearfaktoren  X  —  ccy  X  —  a,  ...  mit 
einer  Konstanten  dargestellt,  so  sind  diese  Potenzen  gerade  die 
Elementarteiler  der  Matrix. 

Satz  2.  Verschwinden  alle  Elemente  einer  X-Matrix  außer 
denen,  die  in  einer  gewissen  Anzahl  nicht  sich  üherdeckender 
Hauptminoren  liegen,  so  findet  man  die  Elementarteiler  der 
Matrix,  tvenn  man  die  aller  dieser  Hauptminoren  aufsucht. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  besteht  darin,  daß  man  die 
;i-Matrix  auf  die  in  Satz  1  erwähnte  Form  durch  elementare 
Umformungen  bringt,  die  gleichzeitig  als  elementare  Umfor- 
mungen einer  der  fraglichen  Hauptminoren  angesehen  werden 
können. 
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Der  Satz  würde  nicht  mehr  richtig  sein,  wenn  man  darin 
das  Wort  Elementarteiler  durch  invariante  FaMoren  ersetzt  (vgl. 
Übung  3  unten).  Die  invarianten  Faktoren  lassen  sich  aber  ja 
leicht  finden,   sobald   die  Elementarteiler  einmal  bekannt  sind. 


Übungen 

1,  Die  beiden  folgenden  Matrices  sind  äquivalent: 


X  —  cc 

0 

0 

—  1 

0 

0 

0 

X  —  a 

0 

0 

—  1 

0 

0 

0 

X  —  a 

0 

0 

—  1 

§' 

1 

0 

X  — 

a 

0 

0 

0 

r 

1 

0 

X  —  a 

0 

0 

0 

^' 

0 

0 

x  —  cc 

und 


—  1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

—  1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

—  1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

(^- 

-aY+P 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

{X- 

-aY-\-p 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

(X- 

-c^y+r 

ihre  Elementarteiler  sind 

2.  Verallgemeinere  Übung  1  auf  Matrices  2n**'"  Ordnung. 

3,  Suche    die  Elementarteiler   und   die   invarianten  Faktoren   der 


Matrix 


X^il^iy         0  0 

0        x{x—iY     0 
0  0        x  —  i 

0  0  0 


4.  Suche  die  invarianten  Faktoren  und  Elementarteiler  der  Matrix 

1         X 

X^  2    2Z 
2^        0 
0         0 
3(^  —  1)      1  — ;L     2(X— 1)       0         0 
Ist  diese  Matrix  zu  der  in  der  Übung  am  Schlüsse  von  §  91  äquivalent? 

5.  Es  sollen  geeignete  rationale  Prozesse  ermittelt  werden,  nach 
denen  die  invarianten  Faktoren  solcher  Matrices,  wie  sie  in  Satz  1  und  2 
vorkamen,  berechnet  werden  können. 


2^ 

3 

0 

4A 

3(;i  +  2) 

0 

0 

6X 

X 

X  —  1 

0 

x  —  1 
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94.  Äquivalenz  der  ^-Matrices;  andere  Erklärung. 

Die  bisher  benutzte  Erklärung  der  Äquivalenz  zweier  2-Matrices 
ging  von  den  elementaren  Umformungen  aus.  Diese  Erklärung 
ist  häufig  wegen  des  allzu  speziellen  Charakters  jener  Trans- 
formationen unzweckmäßig;  wir  geben  daher  eine  neue,  von 
der  wir  also  nachzuweisen  haben,  daß  sie  mit  der  ersten  gleich- 
bedeutend ist: 

Erklärung.  Zwei  n-reihige  X-Matrices  a  und  h  Jieißen 
äquivalent,  wenn  zwei  nicht -singulare  n-reihige  X-Mai/rices  c 
und  d  gefunden  werden  können,  deren  Determinanten  von  X 
unabhängig  sind,  und  für  die  die  Relation  gilt: 

(1)  b  =  €ad.') 

Nach  Voraussetzung  sind  die  Determinanten  der  Matrices  e 
und  d  konstant;  daher  sind  die  inversen  Matrices  c~^  und  d~^ 
ebenfalls  A-Matrices,  d.  i.  ihre  Elemente  sind  nicht  gebrochene 
rationale  Funktionen  von  A,  wie  es  im  allgemeinen  bei  den 
Inversen  der  A-Matrices  der  Fall  ist.  Schreiben  wir  also  Formel  (1) 
wie  folgt: 

(2)  a~c-^hd-\ 

so  ergibt  sich,  daß  die  in  unserer  Erklärung  ausgesagte  Be- 
ziehung zwischen  den  Matrices  a  und  h  reziprok  ist,  wie  es  ja 
auch  sein  muß. 

Zur  Rechtfertigung  der  soeben  gegebenen  Erklärung  geben 
wir  zunächst  einen  Hilfssatz  an: 

Hilfssatz.  Ist  das  Polynom  (p(X)  ein  FaUor  aller  i-reihigen 
Determinanten  der  n-reihigen  X-Matrix  a,  so  ist  es  auch  FaMor 
aller  i-reihigen  Determinanten  von  ah  und  ha,  wo  h  ebenfalls 
eine  n-reihige  X-Matrix  bedeutet. 

Denn  nach  Satz  5,  §  25  ist  jede  i- reihige  Determinante 
von  ah  und  auch  von  ha  eine  homogene  lineare  Kombination 
gewisser  i-reihiger  Determinanten  von  a. 

Satz  1.  Sind  die  X-Matrices  a  und  h  äquivalent  nach  der 
letzten  Erklärung,  so  sind  sie  auch  äquivalent  im  früheren  Sinne 

(§  91)-    _ 

1)  Hier  und  im  folgenden  bezeichnen  wir  durch  das  Symbol  ^ 
zwischen  zwei  Z-Matrices  die  Eigenschaft,  daß  jedes  Element  der  einen 
Matrix  identisch  gleich  dem  entsprechenden  Element  der  andern  Ma- 
trix ist. 
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Denn  dann  gibt  es  zwei  nicht-singuläre  A-Matrices  c  und  d 
mit  konstanten  Determinanten,  die  die  Relation  (1)  befriedigen. 
Nach  Satz  7,  §  25^)  haben  daher  a  und  h  denselben  Rang  r. 

Ist  jetzt  D^(A)  der  größte  gemeinsame  Teiler  der  ^-reihigen 
Determinanten  von  a^  (i  ^  r),  so  ist  nach  dem  Hilfssatz  D^  (A) 
auch  gemeinsamer  Faktor  aller  ^-reihigen  Determinanten  von  ca, 
und  daher,  wieder  nach  dem  Hilfssatz,  gemeinsamer  Faktor  aller 
i-reihigen  Determinanten  von  cad,  also  von  h. 

Ferner  können  wir  schließen,  daß  -D,(A)  auch  der  größte 
gemeinsame  Teiler  der  ^- reihigen  Determinanten  von  b  ist.  Denn 
nach  Formel  (2)  ist  der  größte  gemeinsame  Teiler  der  ^- reihigen 
Determinanten  von  h  ein  Teiler  aller  ^-reihigen  Determinanten 
von  a,  kann  also  nicht  von  höherem   Grade   sein,  wie  -Z)^(A). 

Jetzt  sind  aber  a  und  h  äquivalent  nach  der  Erklärung 
von  §  91  (vgl.  Satz  4,  §  91). 

Satz  2.  Sind  die  X-Matrices  a  und  h  äquivalent  nach  der 
Erklärung  in  §  91,  so  sind  sie  auch  nach  der  jetzigen  Erldärung 
äquivalent. 

Zuerst    beweisen    wir,    daß    zwischen    zwei    A-Matrices    a 
und   a^y    die    durch    eine    elementare  Umformung    auseinander 
hervorgehen,  eine  der  beiden  Beziehungen  besteht 
(3)  a^~ca     oder     a^~ad, 

wo  c  und  d  nicht-singuläre  Matrices  bedeuten,  deren  Deter- 
minanten von  A  unabhängig  sind.  Um  dies  zu  beweisen,  be- 
trachten wir  der  Reihe  nach  die  elementaren  Umformungen 
die  in  Erkl.  1,  §  91  als  a),  b)  und  c)  unterschieden  wurden. 

a)  Wir  vertauschen  die  ^*®  und  q^^  Beihe  miteinander.  Das 
kann  dadurch  erreicht  werden,  daß  wir  das  Produkt  ca  bilden, 
wo  die  Matrix  c  aus  der  Einheitsmatrix 


10     0- 
0     10. 

..  0 
..  0 

:  :  :  *  :  II 

0     0     0. 

•  1 

durch  Vertauschung  der  p^^  und  q^^^  Reihe  oder  Kolonne  ge- 
wonnen  wird.     Ebenso    kann    die  Vertauschung    der  p^"^   und 

1)  Der  Leser  mache  sich  klar,  daß  man  diesen  Satz  auf  X-Matrices 
anwenden  darf. 
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^ten  Xolonne  in  a  aufgefaßt  werden  als  Multiplikation  ac,  wo 
€  die  gleiche  Bedeutung  wie  vorhin  hat. 

In  beiden  Fällen  kann  c  als  nicht-singuläre  A-Matrix  auf- 
gefaßt werden^  deren  Determinante  ~  1  von  A  frei  ist. 

b)  Wir  multiplizieren  die  jp*®  Beihe  von  a  mit  der  Kon- 
stanten k.  Auch  dieser  Prozeß  kann  als  Produktbildung  ca 
angesehen  werden,  wo  c  sich  von  der  Einheitsmatrix  nur  da- 
durch unterscheidet,  daß  das  j)*^  Element  der  Hauptdiagonale 
durch  k  ersetzt  ist. 

Die  Multiplikation  der  p^^^  Kolonne  von  a  mit  der  Kon- 
stanten k  kann  aufgefaßt  werden  als  Multiplikation  ac,  wo  c 
dieselbe  Bedeutung  wie  vorhin  hat. 

Ist  die  Konstante  k  von  NuU  verschieden,  so  kann  c  als  nicht- 
singuläre  A-Matrix  von  konstanter  Determinante  angesehen  werden. 

c)  Die  mit  q)(X)  multiplizierte  g*^  Beihe  soll  zur  p^^"^  Reihe 
addiert  werden.  Dasselbe  erreicht  man  wieder  durch  die  Multi- 
plikation ca,  wo  e  aus  der  Einheitsmatrix  dadurch  hervorgeht, 
daß  dort  in  der  p*®"  Reihe  und  g*®""  Kolonne  die  NuU  durch 
g}(X)  ersetzt  wird. 

Die  mit  (p{X)  multiplizierte  p*®  Kolonne  soU  zur  q^^^  Ko- 
lonne addiert  werden.  Das  bedeutet  wieder  Produktbildung  ae, 
wo  c  dieselbe  Bedeutung  hat,  die  soeben  angegeben  wurde. 

Die  Determinante  der  A-Matrix  e  ist  in  beiden  Fällen 
gleich  1,  die  Matrix  ist  also  nicht-singulär. 

Somit  ist  nachgewiesen,  daß  zwischen  zwei  A-Matrices,  die 
durch  eine  elementare  Umformung  auseinander  hervorgehen,  eine 
der  beiden  Relationen  (3)  besteht.  Sind  also  zwei  A-Matrices  äqui- 
valent im  Sinne  von  §  91,  so  besteht  zwischen  ihnen  die  Beziehung 

wo  jedes  c  und  ebenso  jedes  d  einer  elementaren  Umformung 
entspricht,  die  vorgenommen  werden  muß,  um  a  in  ö  überzu- 
führen; sämtliche  c  und  ^  sind  also  nicht-singuläre  A-Matrices 
von  konstanter  Determinante;  daraus  folgt  aber: 

b  =  cad, 
wo  c  und  d  ebenfalls  nicht-singuläre  A-Matrices  von  konstanter 
Determinante  sind.   Damit  ist  unser  Satz  bewiesen;  die  beiden 
für  die  Äquivalenz  zweier   A-Matrices   gegebenen   Erklärungen 
sind  also  durchaus  gleichwertig. 
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Übungen 

1.  Mit  a  wollen  wir  die  Matrix  in  Übung  1,  §  91  bezeichnen  und 
mit  h  ihre  Normalform  (Satz  2,  §  91).  Es  sollen  zwei  X-Matrices  c  und  d 
ermittelt  werden,  so  daß  die  Relation  (1)  erfüllt  ist. 

Das  Ergebnis  soll  durch  den  Nachweis  bestätigt  werden,  daß  die 
Determinanten  von  c  und  d  konstant  sind. 

2,  Die  ÜberleguDgen  dieses  Abschnitts  sollen  auf  Matrices  mit 
ganzzahligen  Elementen  ausgedehnt  werden  (vgl.  Übung  2,  §  91  und 
Übung  3,  §  92). 

95.    Multiplikation  und  Division  der  A- Matrices. 

Wir  geben  zum  Schlüsse  dieses  Kapitels  einige  Andeutungen 
über  die  sogenannte  elementare  Algebra  der  A-Matrices. 

Erklärung.  Als  Grad  einer  X- Matrix  bezeichnet  man  die 
höchste  Gradzahl  ihrer  Elemente  in  hesug  auf  L 

In  einer  A-Matrix  Ä;*®^  Grades  kann  das  Element  (i,j)  fol- 
gendermaßen dargestellt  werden: 

wobei  mindestens  ein  a,..  von  Null  verschieden  ist.  Bezeichnet 
man  die  Matrix,  bei  der  das  Element  (ijj)  gleich  a\P^  ist, 
mit  a^,  so  gilt  der  Satz: 

Satz  1.     Jede  l-Matrix  Ä;^"  Grades  kann  in  der  Form 

(1)  «0'^*  +  «1  ^'~ '  +  •  •  •  +  ö^.  K+ 0) 

dargestellt  werden,  wo  die  a^, .  .  .  a^  Matrices  mit  honstanten  Ele- 
menten sind;  umgekehrt  kann  jeder  Ausdruck  (1)  als  l- Matrix 
k^  Grades  dargestellt  werden. 

Satz  2.  Das  Produkt  der  beiden  k-Matrices  vom  Grade  k  bzw.  l 

a^l^  +  «1  ^*- '  -f  •  •  •  +  «^  K+  0) 

ist  eine  X- Matrix  vom  Grade  k  -\-l,  wenn  wenigstens  eine  der 
beiden  Matrices  a^  und  Öq  nicht-singulär  ist 
Denn  dies  Produkt  ist  eine  A-Matrix 

Co^'^'i-c,X'^'-'+-"-{-e,^,, 

wo  Cq  gleich  UqÖq  oder  Öq^o  ist,  je  nach  der  Reihenfolge  der 
Multiplikation.  Nach  Satz  7,  §  25  kann  weder  UqÖq  noch  b^aQ 
verschwinden,  es  sei  denn,  daß  a^  und  b^  beide  singulär  sind. 
Durch  den  nächsten  Satz  kann  die  Division  der  A-Matrices 
erklärt  werden: 
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Satz  3.  Ist  a  eine  heliehige  X- Matrix  und  h  eine  solche 
k-Matrix,  hei  der,  wenn  sie  in  der  Form  (1)  dargestellt  wird, 
der  Koeffizient  der  höchsten  Potenz  von  k  eine  nicht-singuläre 
Matrix  ist,  so  gibt  es  ein  und  nur  ein  Paar  von  X-Matrices  q^ 
und  r^y  so  daß 

wobei  der  Grad  von  r^,  falls  V-^  nicht  identisch  verschwindet, 
niedriger  als  der  von  b  ist;  ferner  gibt  es  dann  stets  ein  und 
nur  ein  Paar  von  X-Matrices  q^  und  r^,  so  daß 

a  =  hq^  +  r^, 
wo  der  Grad  von  r^  geringer  ist  als  der  von  b,  oder  r^  iden- 
tisch verschwindet. 

Der  Beweis  kann  genau  so  geführt  werden  wie  bei 
Satz  1,  §  63. 

Übung 

Erklärung.  Eine  Matrix  heißt  reell,  wenn  alle  ihre  Elemente  reell 
sind;  eine  X- Matrix  heißt  reell,  wenn  ihre  Elemente  sämtlich  reelle  Poly- 
nome in  X  sind;  eine  elementare  Umformung  vom  Typus  a)  heißt  stets 
reell;  ist  sie  vom  Typus  b),  so  heißt  sie  reell,  wenn  die  Konstante  reell  ist; 
endlich  heißt  eine  elementare  Umformung  vom  Typus  c)  reell,  wenn  das 
Polynom  reell  ist  (Erkl.  1,  §  91). 

Alle  Resultate  dieses  Abschnitts  gelten  noch,  wenn  man  die  Aus- 
drücke Matrix,  X- Matrix  und  elementare  Umformung  ersetzt  durch  reelle 
Matrix,  reelle  X-Matrix,  reelle  elementare  Umformung. 
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Kapitel  XXI 

Äquivalenz    und    Klassifikation    von    Paaren 
bilinearer  Formen  und  von  Kollineationen 

96.  Äquivalenz  der  Matrixpaare.  Die  Anwendungen 
der  Theorie  der  Elementarteiler,  mit  denen  wir  uns  in  den 
nächsten  beiden  Kapiteln  beschäftigen  wollen,  beziehen  sich 
auf  Gebiete,  die  mit  A-Matrices  nur  indirekt  etwas  zu  tun  haben. 
So  haben  die  Matrices  a  und  h  zweier  bilinearer  Formen 
konstante  Elemente;  erst  die  Matrix  a  —  Ib  des  Büschels  bili- 
nearer Formen,  welches  durch  die  ersten  beiden  bestimmt  ist, 
ist  eine  A- Matrix.  Sie  ist  vom  ersten  Grade;  von  jetzt  ab 
werden  wir  es  überhaupt  immer  nur  mit  A-Matrices  vom  ersten 
Grade  zu  tun  haben. 

Dieser  Vereinfachung  des  Problems  gegenüber  erhebt  sich 
aber  eine  neue  Schwierigkeit.  Die  beiden  Scharen  von  Ver- 
änderlichen in  den  bilinearen  Formen  werden  zwei  nicht -sin- 
gulären  linearen  Transformationen  unterworfen,  deren  Koef- 
fizienten konstant,  d.  i.  von  X  unabhängig  sind.  Bei  diesen 
Transformationen  wird  die  A- Matrix  a  —  Xb  mit  gewissen 
nicht-singulären  Matrices  multipliziert,  deren  Elemente  konstant 
sind  (§  36),  d.  i.  die  A- Matrix  geht  nach  §  94  in  eine  äqui- 
valente A-Matrix  über,  die  offenbar  vom  ersten  Grade  ist.  Die 
Transformationen  von  §  94  waren  aber  viel  allgemeinerer  Art, 
so  daß  von  vorneherein  unentschieden  ist,  ob  wirklich  alle  A-Ma- 
trices,  di«  zur  gegebenen  äquivalent  sind,  durch  die  spezielleren 
Transformationen  erhalten  werden  können. 

Es  gilt  nun  der  wichtige  Satz: 

Satz  1.  Bestehen  die  Matrices  «i,  0^2?  ^i?  ^2?  ^^^  denen 
die  beiden  letzten  nidit-singulär  sein  sollen  ^  aus  konstanten  Ele- 
menten; sind  ferner  die  X- Matrices 

m^  =  «j  —  Aöj,        m^  =  «2  —  ^f>2 

äquivalent,  so  lassen  sich  zwei  nicht-singuläre  Matrices  p  und  q 
mit  von  X  unabhängigen  Elementen  so  angehen,  daß 

(1)  m^^pm^q. 
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Da  m^  und  tw-g  äquivalent  sind,  so  gibt  es  zwei  nicht- 
singuläre  Matrices  p^  und  q^  mit  konstanter  Determinante, 
so  daß 

(2)  7n^=p^in^q^. 

Es  existiert  dann  die  Inverse  q^'^  von  q^,  die  auch  A-Matrix  ist. 
Dividiert    man   nun  p^    durch   m^    und    q^-'^    durch  iw-^ 
(Satz  3,  §95),  so  erhalten  wir  vier  weitere  Matrices  p^yP,  s^,  s, 
die  die  Relationen  befriedigen 

(3)  p^  =  m^p^  +p,        ^o~'  =  «imi  -f  « , 

und  wo  die  Elemente  von  p  und  s  unabhängig  von  X  sind. 
Aus  (2)  ergibt  sich 

p^m^^m^q^-K 

Setzt  man  hierin  die  Werte  aus  (3)  ein,  so  findet  man 

Tn^p^m^  +  pm^  =  m^s^m^  +  ^«, 

oder 

(4)  "i^iiPi  ~  ^i)^  =  ^^  ~- i>>w.i- 

Aus  dieser  Identität  schließen  wir  j?^  =  s^,  und  daraus: 

(5)  m^s^pm^. 

Wäre  nämlich  p^  —  «^  nicht  identisch  Null,  so  würde  die 
A-Matrix  m^  {p^  —  s^)  mindestens  vom  ersten  Grade  sein  (Satz  2, 
§  95).  Die  linke  Seite  von  (4)  wäre  eine  A-Matrix  vom  zweiten 
Grade  mindestens.  Das  ergibt  aber  einen  Widerspruch,  da  die 
A-Matrix  auf  der  rechten  Seite  von  (4)  höchstens  vom  ersten 
Grade  sein  kann. 

Wüßten  wir  jetzt,  daß  p  und  s  beide  nicht-singulär  sind, 
so  würde  die  Richtigkeit  unseres  Satzes  sofort  aus  (5)  folgen; 
denn  man  könnte  schreiben: 

(6)  m^^pm^s'^, 

wo  die  Matrices  p  und  s~^  nicht-singulär  wären  und  konstante 
Elemente  besäßen. 

Aus  (5)  folgt  aber,  daß  p  und  s  entweder  beide  singulär, 
oder  beide  nicht-singulär  sein  müssen.  Es  bleibt  uns  also  noch 
zu  beweisen  übrig,  daß  s  nicht-singulär  ist. 

Dazu  setzen  wir  in  die  Identität 

für  g^"^  seinen  Wert  aus  (3)  ein, 

(7)  /=  ^o^i^i  +  ^0«? 
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und  dividieren  q^  durch  m^  (Satz  3,  §  95): 

(8)  ^0  ^  ^1^2  +  ^y 

WO  die  Matrix  q  aus  konstanten  Elementen  besteht. 
Setzt  man  diesen  Wert  in  (7)  ein,  so  ergibt  sich 

1=  q^s^m^  +  ^1^2«  +  qs^ 

oder  mit  Rücksicht  auf  (5): 

(9)  I-qs  =  (q^s,  +  q^p)ni^. 

Daraus  folgt  aber,  daß  q^s^  +  q^p  identisch  verschwinden  muß, 
und  daß  daher 

(10)  I^qs. 

Wäre  nämlich  q^s^  +  ^^P  nicht  identisch  Null,  so  würde 
die  Matrix  rechts  in  (9)  mindestens  vom  ersten  Grade  sein, 
wogegen  die  linke  Seite  von  (9)  X  überhaupt  nicht  enthält. 

Nach  (10)  ist  also  s  nicht- singulär,  und  damit  ist  unser 
Satz  bewiesen.  Ferner  zeigt  (10),  daß  auch  q  nicht -singulär 
ist,  und  daß  q  =  s~^  ist,  so  daß  Gleichung  (6)  übergeht  in 

m^  =p7n^q. 

Es  gilt  also  der  Zusatz: 

Zusatz.  Die  Matrices  p  und  q,  deren  Existenz  im  vor- 
aufgegangenen Satze  bewiesen  wurde,  ergeben  sich  als  Beste  der 
Divisionen 

Po  =  ^2Pl  +P^  ^0  =  ^1^2  +  ^ 

von  Pq  und  q^  in  (2)  durch  m^ . 

Aus  dem  Satze  über  A-Matrices  ersten  Grades  läßt  sich 
nun  ein  wichtiger  Satz  über  Paare  von  Matrices  mit  konstanten 
Elementen  ableiten,  auf  dem  alle  übrigen  Anwendungen  der 
Theorie  der  Elementarteiler,  die  wir  hier  anführen,  beruhen. 

Zwei  Matrixpaare  «j,  b^  und  «g?  ^2  heißen  natürlich  dann 
äquivalent,  wenn  es  zwei  nicht-singuläre  Matrices  p  und  q  gibt, 
für  die 

(11)  «2=i>«i^7       h-P^iQ 

Satz  2.  Sind  die  Matrices  der  hßiden  Paare  a^,  b^  und 
«2  7  ^2  '^^^  ^  unabhängig j  so  sind,  vorausgesetzt,  daß  b^  und  b^ 
nicht-singulär  sind,  die  beiden  Matrixpaare  dann  und  nur  dann 
äquivalent,  wenn  die  beiden  l-Matrices 

m^^  a^  —  /ftj,        m^  =  «2  —  ib^ 
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dieselben  invarianten  Faktoren  (dieselben  Elementarteiler)  be- 
sitzen. 

Denn^  wenn  die  beiden  Matrixpaare  äquivalent  sind,  gelten 
die  Gleichungen  (11);  multipliziert  man  die  zweite  mit  A  und 
subtrahiert  von  der  ersten,  so  ergibt  sich 

(12)  •  ni^=pm^q, 

d.  i.  die  A-Matrices  m^  und  m^  sind  äquivalent,  haben  also 
dieselben  invarianten  Faktoren  und  dieselben  Elementarteiler. 

Aus  der  Annahme,  daß  b^  und  63  nicht- sin gulär  sind, 
folgt,  daß  auch  m^  und  i^ig  nicht- singulär  sind;  sie  haben 
also  auch  gleichen  Rang.  Haben  also  m^  und  m^  die- 
selben invarianten  Faktoren  oder  dieselben  Elementarteiler,  so 
sind  sie  äquivalent;  da  sie  aber  vom  ersten  Grade  sind,  so 
gibt  es  nach  Satz  1  zwei  nicht-singuläre  Matricesj)  und  q,  die 
der  Identität  (12)  genügen,  und  deren  Elemente  von  A  unab- 
hängig sind.  Aus  der  Identität  (12)  folgt  aber  sofort  (11);  die 
beiden  Matrixpaare  sind  also  äquivalent,  und  damit  ist  der 
Beweis  vollständig  erbracht. 

Sehr  wichtig  ist  der  FaU,  wo  sich  die  beiden  Matrices  b^ 
und  ög  auf  die  Einheitsmatrix  I  reduzieren.  Dann  werden  Tn^ 
und  ^  die  charaMeristischen  Matrices  von  a^  bzw.  «g  genannt, 
wie  folgende  Erklärung  näher  ausführt: 

Erklärung.  Bedeutet  a  eine  Matrix  w^^""  Ordnung  mit  kon- 
stanten Elementen  und  I  die  Einheitsmatrix  n^"^  Ordnung y  so 
heißt  die  Matrix 

A  =  a  —  II 

die  charaM  er  istische  Matrix  von  a.  Die  Determinante  vonA 
heißt  die  charakteristische  Funktion  von  a;  endlich  nennt 
man  die  Gleichung  n^^"  Grades  in  A,  die  man  erhält,  wenn  man 
diese  Determinante  gleich  Null  setzt,  die  charakteristische 
Gleichung  von  a. 

Aus  Satz  2  gewinnen  wir  jetzt  das   speziellere  Ergebnis: 
Satz  3.   Bedeuten  a^  und  a^  zwei  Matrices,  die  von  A  un- 
abhängig sind,  so  kann  eine  nicht-singuläre  Matrix  p  von  der 
Eigenschaft 

(13)  «2=P^li^~^ 

dann  und  nur  dann  angegeben  werden,  wenn  die  charakteristischen 
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Matrices  A^  und  A^  von  a^  und  a^  dieselben  invarianten  Fak- 
toren (dieselben  Elementarteiler)  habend) 

Denn,  sobald  A-^^  und  A,^  dieselben  invarianten  Faktoren 
(Elementarteiler)  haben,  so  gibt  es  nach  Satz  2  zwei  nicbt- 
singuläre  Matrices  p  und  q,  so  daß 

a^=pa^qy        I  =  plq. 

Die  zweite  dieser  Gleichungen  sagt  aus,  daß  q  =  p-^  ist. 
Setzen  wir  diesen  Wert  in  die  erste  Gleichung  ein,  so  sehen 
wir  sofort,  daß  p  eine  Matrix  von  den  Eigenschaften  ist,  die 
im  Satze  ausgesprochen  wurden. 

Anderseits  folgert  man  aus  (13)  sofort,  daß^^  und  A^  dieselben 
invarianten  Faktoren  und  dieselben  Elementarteiler  haben  müssen. 

97.  Äquivalenz  von  Paaren  bilinearer  Formen.  Ge- 
geben sei  ein  Paar  bilinearer  Formen  in  2n  Veränderlichen 

n  n 

und  ein  zweites  Paar 

n  n 

Die  beiden  Formen  i/;^  und  ^2  sollen  nicht- singulär  sein. 
Wir  wollen  untersuchen,  wann  diese  beiden  Formenpaare  äqui- 
valent sind,  d.  i.  unter  welchen  Bedingungen  sich  für  die  x 
eine  nicht-singuläre  lineare  Transformation  c  und  für  die  y  eine 
ebensolche  d  angeben  läßt,  daß  gleichzeitig  cp^  in  (p^  und  tl}^ 
in  ^2  übergeführt  werden.     Die  Transformationen  seien 


d 


1)  Zwei  Matrices,  die  durch  eine  Relation  von  der  Form  (13)  ver- 
bunden sind,  werden  zuweilen  ähnlich  genannt.  Der  Begriff  der  Ähn- 
lichkeit ist  offenbar  ein  besonderer  Fall  des  allgemeinen  in  §  29  er- 
klärten Begriffes  der  Äquivalenz,  für  den  die  in  Frage  kommenden 
Transformationen  eben  die  spezielle  Gestalt  (13)  haben. 

Bö  eher,  höhere  Algebra  20 
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Bezeichnen  wir  die  Konjugierte  der  Matrix  c  mit  c'  und 
die  Matrices  von  cp^^  ifj^^,  (p^,  'ijj^  der  Reihe  nach  mit  a^,  ö^, 
«2?  ^2  7  so  führen  nach  Satz  1,  §  36  die  Transformationen  c,  d 
die  Formen  gp^  und  iJj^  über  in  neue  bilineare  Formen  von 
der  Matrix 

c'a^d  bzw.  c'bid'j 

sollen  diese  Formen  aber  mit  (p^  bzw.  ^g  zusammenfallen,  so  ist 
(1)  a.2  =  c'a^dj        h^=-c'h^d. 

Nach  Satz  2,  §  96  haben  daher  die  beiden  2-Matrices 

dieselben  invarianten  Faktoren  und  Elementarteiler. 

Haben  umgekehrt  diese  beiden  A- Matrices  dieselben  in- 
varianten Faktoren  (Elementarteiler),  so  lassen  sich  (nach  dem- 
selben Satze)  zwei  Matrices  c'  und  d  mit  konstanten  Ele- 
menten angeben,  die  die  beiden  Gleichungen  (1)  erfüUen;  daher 
gibt  es  dann  eine  lineare  Transformation  der  x  und  eine  eben- 
solche in  den  y,  die  gleichzeitig  gp^  in  cp^  und  i^^  in  ^g  überführen. 
Damit  ist  der  Satz  bewiesen: 

Satz.  Die  beiden  Paare  hilinearer  Formen  in  2n  Veränder- 
lichen (p^y  V^i  und  9^2?  ^2  j  ^^*^  denen  ip-^  und  ^2  nicJd-singulär 
sein  sollen,  sind  dann  und  nur  dann  äquivalent,  wenn  die  Ma- 
trices der  beiden  Scharen 

dieselben    invarianten    Faktoren    (dieselben    Elementarteiler)    be- 
sitzen}) 

Übung 

Der  letzte  Satz  bleibt  richtig,  wenn  die  bilinearen  Formen  cp^,  ip^, 
qPg,  ip^  sämtlich  reell  sind,  und  der  Ausdruck  äquivalent  sich  auf  reelle 
nicht-singuläre  lineare  Transformationen  bezieht. 

98.  Äquivalenz  von  KoUineationen.  Eine  zweite  wich- 
tige Anwendung  der  Theorie  der  Elementarteiler  bezieht  sich 
auf  die  Lehre  von  den  KoUineationen.    Wir  wollen  der  Kürze 


i)  Der  Kürze  halber  wollen  wir  diese  invarianten  Faktoren  und 
Elementarteiler  künftig  als  invariante  Faktoren  und  Elementarteiler  der 
Formenpaare  qp^ ,  '\p^  bzw.  tp^ ,  ip^  bezeichnen. 
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halber  nur  den  Fall  zweier  Dimensionen  betrachten: 

d  IX^    ==  0^21  "^l   "f"  ^22  "^2  ''     ^23  "^3 

obwohl  unsere  Überlegungen  für  den  allgemeinen  Fall  gültig 
bleiben. 

Bisher  sahen  wir  in  einer  Kollineation  lediglich  ein  Mittel, 
geometrische  Figuren  zu  transformieren.  Man  kann  sich  aber 
auch  auf  einen  anderen  Standpunkt  stellen  und  die  Kolli- 
neation als  Repräsentant  der  relativen  Lage  zweier  Figuren 
•vor  und  nach  der  Transformation  auffassen.  Die  Kollineation 
a  führe  etwa  die  Figur  der  Punkte  Ä^^  A^^  .  .  .,  deren  Anzahl 

endlich  oder  unbegrenzt  sein  kann,  über  in  die  Figur  Ä^'y  A^\ 

Jetzt  fassen  wir  diese  beiden  Punktmengen  als  eine  einzige 
Figur  auf;  um  Eigenschaften  dieser  Figur  handelt  es  sich, 
wenn  wir  von  Eigenschaften  der  Kollineation  reden.  Sie 
können  projektiver  oder  metrischer  Natur  sein.  Eine  metrische 
Eigenschaft  bedeutet  es,  wenn  die  Kollineation  ein  Paar  senk- 
recht sich  schneidender  Gerader  überführt  in  ein  anderes  Paar 
senkrechter  Gerader.  Geht  andrerseits  ein  Dreieck  bei  der 
Kollineation  in  sich  selbst  über,  so  hat  man  es  mit  einer 
projektiven  Eigenschaft  zu  tun.  Mit  solchen  werden  wir  uns 
allein  zu  beschäftigen  haben. 

Wir  betrachten  beispielsweise  die  Fixpunkte  der  Kolli- 
neation, d.  i.  die  Punkte,  die  bei  der  Kollineation  in  Ruhe 
bleiben.  Damit  {x^  :  x^  :  ^3)  ein  Fixpunkt  sei,  ist  es  notwendig 
und  ausreichend,  daß 

ist,  wo  A  =1=  ö  ist.  Setzt  man  diese  Werte  in  a  ein,  so  ist 
also  eine  von  Null  verschiedene  Konstante  X  zu  suchen,  die 
die  Gleichungen  erfüllt: 

(»jj  —  1)X^  +  aj2^2  +  <^13^3  =  ö 

(1)  a^^X^  +  K2  —  X)X^+  «23  ^3  =  ö 

%^1   +  «32^2  +  («'33  —  ^)^3  =  Ö- 

Die  Matrix  dieses  Gleichungssystems  ist  die  charakteristische 
Matrix  der  Matrix  a  der  linearen  Transformation.    Die  charak- 

20* 
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teristische  Funktion  ist  ein  Polynom  dritten  Grades  in  X,  welches 
drei  Nullstellen  besitzt,  die  teilweise  oder  alle  zusammenfallen 
können.  Eine  von  ihnen  sei  X^  4=  0.  Setzen  wir  diesen  Wert  ein, 
so  ergeben  die  Gleichungen  (1)  die  Koordinaten  eines  oder  mehrerer 
Punkte,  eben  der  Fixpunkte  der  Kollineation-,  man  erkennt 
sofort,  daß  die  projektiven  Eigenschaften  der  KoUineationen 
grundverschieden  sind,  je  nachdem  es  ein,  zwei,  drei  oder  un- 
zählig viele  Fixpunkte  gibt. 

Die  beiden  Punktmengen  Ä^,  Ä^,  .  .  .  und  Ä^\  A^,  .  .  .,  von 
denen  die  zweite  aus  der  ersten  durch  die  (singulare  oder 
nicht-singuläre)  Kollineation  a  hervorgeht,  unterwerfen  wir 
einer  nicht-singulären  Kollineation  c,  die  die  VmikiQ  A^^A^^... 
in  B^yB^j  .  , .  und  A^ ,  A^ , ...  in  B^,  B^, .  .  .  überführt.  Die 
Figur  der  Punkte  B,  B'  hat  dann  dieselben  projektiven  Eigen- 
schaften wie  die  Figur  A,  A\  Läßt  sich  also  eine  Kollineation 
h  angeben,  die  B^,  B^,  .  .  .  in  B^,  B^',  .  .  .  überfühi-t,  so  wird 
sie  dieselben  projektiven  Eigenschaften  besitzen,  wie  die  Kolli- 
neation a.  Eine  solche  Kollineation  ist  nun  offenbar  durch 
die  Gleichung  gegeben 

(2)  b  =  cac-\ 

denn  c~  -^  führt  die  Punkte  B^  in  die  A.  über,  diese  gehen 
vermöge  a  über  in  die  A!,  die  durch  c  endlich  in  die  ^/  ver- 
wandelt werden. 

Zwei  KoUineationen  a  und  6,  die  in  der  durch  Gleichung  (2) 
dargestellten  Beziehung  zueinander  stehen,  können  zwar  sehr 
verschiedene  metrische  Eigenschaften  besitzen;  ihre  projektiven 
Eigenschaften  sind  aber  dufchaus  dieselben;  insofern  die  KoUi- 
neationen in  dieser  Hinsicht  nicht  unterschieden  werden  können, 
nennt  man  sie  äquivalent: 

Erklärung.  Zivei  KoUineationen  a  und  b  heißen  äqui- 
valent^ wenn  es  eine  dritte  nicht-singuläre  Kollineation  c  gibt, 
für  die  die  Gleichung  gilt: 

b  =  cac~^. 

Aus  Satz  3,  §  96  folgt  nun  der  wichtige  Satz: 
Satz.    Zwei  KoUineationen  sind  dann  und  nur  dann  äqui- 
valent, wenn  ihre  charalderistischen  Matrices  dieselben  invarianten 
Faktoren  (dieselben  Elementarteiler)  besitzen. 
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Übungen 

1.  Irgend  welche  h  Fixpunkte  P^ ,  Pg ,  .  .  .  P;^.  einer  nicht-singulären 
Kollineation  im  Ranme  von  n  —  1  Dimensionen ,  die  k  verschiedenen 
Wurzeln  der  charakteristischen  Gleichung  entsprechen,  sind  linear  un- 
abhängig. 

2.  Die  Verteilung  der  Fixpunkte  der  nicht-singulären  Kollineationen 
soll  in  allen  möglichen  Fällen  für  zwei  und  drei  Dimensionen  untersucht 
werden. 

3.  Die  Verteilung  der  Geraden  (Ebenen),  die  bei  Kollineationen  in 
zwei  (drei)  Dimensionen  in  Ruhe  bleiben,  soll  für  alle  nicht-singulären 
Kollineationen  untersucht  werden.     Wie  liegen   sie  zu  den  Fixpunkten? 

4.  Zwei  reelle  Kollineationen  a  und  h  können  äquivalent  genannt 
werden,  wenn  es  eine  reelle  nicht-singuläre  Kollineation  c  gibt,  so  daß 
b  =  cac~^  ist. 

Der  in  diesem  Abschnitt  ausgesprochene  Satz  gilt  auch  für  reelle 
Kollineationen  (mit  dem  neuen  Äquivalenzbegriff). 

99.    Klassifikation  der  Paare  biliuearer  Formen. 

Wir  betrachten  wieder  das  Paar  bilinearer  Formen 

n  n 

von  denen  die  zweite  nicbt-singulär  sein  soll,  und  bilden  die 
A-Matrix 

(1)  a  —  Xb. 

Bei  ganz  geringfügiger  Abänderung  der  in  §  92  benutzten  Sym- 
bolik bezeichnen  wir  die  Elementarteiler  von  (1)  durch 

so  daß  die  Linearfaktoren  X  —  X.  nicht  mehr  notwendig  alle 
voneinander  verschieden  sind.  Die  in  vielen  Fällen  wichtigste 
Frage  ist  nun  die  nach  den  Gradzahlen  e^^  ßg?  •  •  •  ^a  ^®^  ^^^~ 
mentarteiler.  Wollen  wir  sie  andeuten,  ohne  die  Elementar- 
teiler selbst  ausführlich  hinzuschreiben,  so  verwenden  wir  das 
Symbol  [e^e^  •  •  .  ej,  welches  wir  als  die  CharaMeristik  der 
A-Matrix  (1)  oder  auch  des  Formenpaares  (p,  ^  bezeichnen. 
Man  erkennt  sie  als  eine  Art  arithmetischer  Invariante  des 
Formenpaares,  denn  zwei  Paare  bilinearer  Formen,  die  äqui- 
valent sind^  haben  notwendig  dieselbe  Charakteristik.  Das  Um- 
gekehrte gilt  aber  nicht;  denn  zur  Äquivalenz  zweier  Paare 
bilinearer  Formen  genügt  nicht  die  Gleichheit   der  Gradzahlen 
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der  Elementarteiler,  sondern  diese  müssen  selbst  überein- 
stimmen. 

Alle  Paare  bilinearer  Formen  mit  derselben  Charakteristik 
bilden,  wie  man  sagt,  eine  Kategorie.  Haben  wir  es  etwa  mit 
Paaren  bilinearer  Formen  in  sechs  Veränderlichen  zu  tun,  so 
sind  drei  Kategorien  zu  unterscheiden,  entsprechend  den  Cha- 
rakteristiken 

[1  1  1],    [2  1],    [3], 

die  offenbar  alle  Möglichkeiten  erschöpfen.  Man  hat  aber  zu 
untersuchen,  ob  diese  Kategorien  alle  wirklich  existieren.  Die 
Frage  beantworten  wir  im  bejahenden  Sinne,  indem  wir  für 
jede  dieser  Kategorien  von  bilinearen  Formenpaaren  in  sechs 
Veränderlichen  einen  Vertreter  aufstellen: 


I.     [1  1   1] 


•^1  Vi  ~r  ^2  2/2  "r  -^s  Vi  • 
Aj  -  A  0  0 

0         X,-l         0 


0 


0 


X,-l 


IL    [2  1] 


^1  '^l  Vi  "r  ^1 X^  y^  +  ^1 2/2  "T  ^2  ^3  2/3  ? 


^i2/i+     ^22/2 
Ai- A         1 
0         A^-A 
0  0 


+     ^zVz 


0 
0 

A2-/I 


III.     [3] 


Ai- A 
0 
0 


0 


0 

1 

Aj-A 


Diese  soeben  aufgeführten  Paare  bilinearer  Formen  leisten 
aber  mehr  als  den  bloßen  Nachweis  der  Existenz  dieser  drei 
Kategorien.  Sie  zeigen  nämlich  nicht  bloß,  daß  die  Gradzahlen 
der  Elementarteiler  insofern  willkürlich  sind,  als  ihre  Summe 
nur  drei  zu  betragen  brauchen,  sondern  daß,  von  dieser  Ein- 
schränkung abgesehen,  die  Elementarteiler  selbst  ganz  willkürlich 
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gewählt  werden  können.  Endlich  bilden  sie  Normalformen'^ 
jedes  Paar  bilinearer  Formen  in  sechs  Veränderlichen,  von  denen 
die  zweite  Form  nicht -singulär  ist,  kann  durch  nicht- singulare 
lineare  Transformationen  auf  eine  dieser  drei  Normalformen 
gebracht  werden. 

Satz.  Bedeuten  l^,  X^,  .  .  .  Xj^  irgend  welche  Konstante, 
einerlei,  ob  gleich  oder  verschieden,  und  e^,  e^,  ,  .  ,  e^  irgend 
welche  positive  ganze  Zahlen,  deren  Summe  n  ist,  so  lassen  sich 
stets  Paare  von  hilinearen  Formen  in  2n  Veränderlichen  an- 
geben, die  die  Elementarteiler 

(2)  a-A,)s   {x-x,)\...ix-x,y^ 

besitzen;    dabei  ist  die  zweite  Form  jedes  Paares  nicht -singulär. 
Zum  Beweis  betrachtet   man   das  Paar  bilinearer  Formen 


(3) 


ei  +  e^ 


€i  +  e^ 


9>  =  [^  K^iVi  +^  ^z-i2/z)  +  (^  h^iVi  +^  ^i-iV) 


fi  +  i 


«1  +  2 


^  =  ^l2/l+  ^2^/2  + 


+  •  •  •  +  (^  h^iVi  +2  ^i-iVi 

n  —  e,  +  1  w  —  e    +  2 


von  denen  die  zweite  nicht -singulär  ist.     Die   A- Matrix  dieser 
Formen  woUen  wir  kurz  durch 


(4) 


M, 


üfo 


M. 


andeuten,  wo  die  Buchstaben  M^ ,...  Mj^  nicht  einzelne  Glieder, 
sondern  ganze  'Grüpl)en  von  solchen  bedeuten;  so  bedeutet  Mi 
die  Matrix  e/®'"  Ordnung 

Xi-  X         1         0  .  .  .         0 
0         X,-X     1  ...         0 


JH 


A,-  X 
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alle  übrigen  Elemente  der  Matrix  (4),  die  keinem  der  Qua- 
drate M^  angehören,  sind  NuUen.  Die  Elementarteiler  von  (4) 
sind  dann  offenbar  (Formel  1  und  Satz  2,  §  93)  gerade  die 
Ausdrücke  (2).     Damit  ist  unser  Satz  bewiesen. 

Aus  §  97  ergibt  sich  nun,  daß  Gleichung  (3)  eine  Normal- 
form ist,  auf  die  jedes  Paar  bilinearer  Formen  in  2w  Ver- 
änderlichen, welches  dieselben  Elementarteiler  (2)  besitzt,  ge- 
bracht werden  kann.^) 

Jetzt  woUen  wir  auf  die  Klassifikation  der  Paare  bilinearer 
Formen  näher  eingehen.  Für  eine  gegebene  Anzahl  2n  von 
Veränderlichen  gibt  es  offenbar  nur  eine  endliche  Anzahl  von 
Kategorien.      Diese    lassen    sich    weiter    einteilen   in    Klassen^ 


1)  Es   lassen    sich   an   Stehe    von   (3)   noch   viele   andere  Normal- 
formen angeben.     So  z.  B. 

ei  «1  - 1  gl  +  Ca 

1  1  ei  +  1 

Si  +  Ca  —  1  n  n—1 

«1  +  1  n-ej^+1  n-ej^+1 

Ci  e^  +  Ct  «1  -1-  Ca  +  e, 

1  Ci  +  l  Ci  +  ej  +  l 


T"  •  *  *  x^^^k^iVin-e-f^-i  +  i  , 


n-ej^  +  1 

wo  die  Konstanten  c^ , . . .  c^ ,  d^, . .  .dj^  ganz  willkürlich  gewählt  werden 
können,  wobei  aber  keine  von  ihnen  Null  sein  darf.  Insbesondere  dürfen 
sie  alle  gleich  Eins  angenommen  werden. 

Die  yl-Matrix  dieses  Formenpaares  kann  in  der  Gestalt  (4)  dargestellt 
werden,  wo  indessen  M^  jetzt  die  Matrix  e^"^  Ordnung  bedeutet: 


-9f,= 


Ciih-^) 


..    d,    c,{X,-X) 


Ci{h-'^)' 


0 


0 


Die  Matrices  M^  und  daher  auch  die  bilinearen  Formen  (3')  sind 
symmetrisch.  Diese  Tatsache  wird  uns  die  Normalform  (3')  besonders 
beim  Studium  der  quadratischen  Formen  im  nächsten  Abschnitt  wichtig 
erscheinen  lassen. 

Auch  in  (3)  hätte  man  solche  Konstante  c,-,  d^  wie  in  (3')  einführen 
können. 
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wenn  man  angibt,  wie  viele  Elementarteiler  zu  demselben 
Linearfaktor  gehören.  In  der  Charakteristik  kann  man  das 
andeuten,  indem  man  die  ganzen  Zahlen,  welche  Gradzahlen 
von  Elementarteilern  sind,  die  ein  und  demselben  Linearfaktor 
entsprechen,  durch  Klammern  zusammenschließt.  Im  FaUe 
^  ==  8  soll  also  die  Charakteristik 

[(21)  (111)2] 

aussagen,  daß  die  A-Matrix  gerade  drei  verschiedene  Linear- 
faktoren besitzt;  dem  einen  entsprechen  zwei  Elementarteiler 
vom  Grade  2  bzw.  1;  dem  zweiten  drei  Elementarteiler  ersten 
Grades,  dem  dritten  endlich  ein  einzelner  Elementarteiler  vom 
Grade  zwei. 

Zwei  äquivalente  Paare  bilinearer  Formen  gehören  not- 
wendigerweise zur  selben  Klasse;  aber  zwei  Paare  bilinearer 
Formen,  die  zur  selben  Klasse  gehören,  brauchen  nicht  äqui- 
valent zu  sein. 

Zur  Erläuterung  betrachten  wir  wieder  den  FaU  n  =  3. 
Aus  den  drei  Kategorien  ergeben  sich  sechs  Klassen,  die  im 
folgenden  Schema  vereinigt  sind: 


a 

b 

c 

I.      [1 1 1] 

[(11)1] 

[(1  1  1)] 

n.        [2  1] 

[(2  1)] 

in.        [3j 

Die  drei  Klassen  la,  Ib,  Ic  bilden  zusammen  die  Kategorie  I 
und  können  durch  die  oben  für  diese  Kategorie  gegebene 
Normalform  dargestellt  werden,  wobei  bei  Klasse  la  die  drei 
Größen  Aj,  Ag,  Ag  sämtlich  verschieden  sind,  bei  Klasse  Ib 
gerade  zwei  X^  und  bei  Klasse  Ic  aUe  drei  X.  zusammenfallen. 
Ebenso  zerfäUt  Kategorie  II  in  zwei  Klassen  IIa  und  IIb;  in 
der  Normalform  für  Kategorie  II  sind  X^  und  Ag  voneinander 
verschieden  bei  Klasse  IIa;  bei  Klasse  IIb  faUen  sie  zusammen. 
Schließlich  besteht  Kategorie  III  nur  aus  einer  einzigen 
Klasse. 

Vielfach  ist  es  wünschenswert,  die  Einteilung  noch  weiter 
vorzunehmen.  Die  zweite  unserer  bilinearen  Formen  z/;,  war  stets 
als  nicht-singulär  angenommen,  während  die  erste  <p  singulär  oder 
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nicht-singulär  sein  konnte.  Die  Form  (p  ist  singnlär  dann  und 
nur  dann,  wenn  wenigstens  eine  der  Konstanten  X^  in  den 
Linearfaktoren  der  A-Matrix  Null  ist.  In  jeder  einzelnen 
Klasse  gibt  es  also  Paare  bilinearer  Formen,  von  denen 
beide  nicht-singulär  sind,  und  solche,  bei  denen  eine  Form 
singulär  ist.  Diesen  Unterschied  könnte  man  wieder  benutzen, 
um  darauf  eine  Einteilung  der  Klassen  in  Unterklasssen  zu 
gründen. 

Wir  wollen  in  dieser  Richtung  noch  einen  Schritt  weiter 
gehen  und  fragen,  wie  der  Rang  von  cp  von  den  Werten  der 
Konstanten  X.  abhängt.  Die  Matrix  von  cp  ist  gleich  der  der 
Schar  cp  —  Xtp  für  X  =  0.  Hat  also  (p  den  Rang  r,  so  muß 
jede  (r  -f  1)- reihige  Determinante  der  Matrix  cp  —  Xtl^  durch  X 
teilbar  sein,  während  wenigstens  eine  r- reihige  Determinante 
dieser  Matrix  nicht  durch  X  teilbar  ist.  Die  Erklärung  der 
Elementarteiler  (Fußnote  zu  Erkl.  3,  §  92)  zeigt,  daß  dann 
notwendig  gerade  n  —  r  der  Konstanten  X^,  die  in  den  Ele- 
mentarteilern vorkommen,  verschwinden  müssen.  Auch  die 
ümkehrung  dieser  Behauptung  ist  richtig,  so  daß  wir  aus- 
sprechen dürfen:  Die  Form  cp  hat  dann  und  nur  dann  den 
Bang  r,  wenn  gerade  n  —  r  Elementarteiler  die  Gestalt  X^i  be- 
sitzen. 

Über  jede  der  ganzen  Zahlen  e,.,  die  den  Grad  eines  solchen 
Elementarteilers  bilden,  wollen  wir  in  der  Charakteristik 
[e^e^  •  •  .  ßj  ®^^®  kleine  Null  setzen.  Zwei  Paare  bilinearer 
Formen  sollen  zu  einer  Unterklasse  dann  und  nur  dann  ge- 
rechnet werden,  wenn  ihre  Charakteristiken  zu  allem  übrigen 
auch  noch  in  der  Verteilung  dieser  Nullen  übereinstimmen. 
Zwei  äquivalente  Formenpaare  gehören  stets  zur  selben  Unter- 
klasse, das  Umgekehrte  findet  aber  nicht  statt. 

Zur  Erläuterung  diene  wieder  der  Fall  w  =  3;  dann  gibt 
es  14  Unterklassen,  statt  der  bisherigen  sechs  Klassen. 

[1 1 1],  [(1 1)1],  [(1 1 1)],  [2  1],  [(2  1)],  [3],         (r  =  3) , 
[111],  [(11)1],  [21],  [21],  [3],  (r  =  2), 

[(11)1],  [(21)],  (r=l), 

0  0  0  ,  ^s 

[(111)],  (r  =  0). 
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In  jedem  Falle  haben  wir  den  Rang  r  der  Form  qp  angegeben; 
in  den  ersten  sechs  Unterklassen  ist  9  nicbt-singulär  usw. 

Übungen 

1.  Mit  den  Elementarteilern 

lassen  sich  Paare  reeller  bilinearer  Formen  in  2w  Veränderlichen,  von 
denen  die  zweite  Form  nicht- singulär  ist,  angeben,  sobald  die  nicht 
reellen  Elementarteiler  sich  in  konjugiert-komplexe  Paare  gruppieren 
lassen.  (Übungen  1,  2,  §  93). 

2.  Die  Paare  reeller  bilinearer  Formen  in  sechs  Veränderlichen, 
bei  denen  die  zweite  Form  nicht- singulär  ist,  sollen  klassifiziert 
werden;  dabei  ist  zwischen  reellen  und  komplexen  Elementarteilern  zu 
unterscheiden. 

100.  Klassifikation  der  Kollineationen.  Die  Klassi- 
fikation der  Paare  bilinearer  Formen^  mit  der  wir  uns  im 
letzten  Abschnitt  beschäftigten,  ist  im  Grunde  genommen  eine 
Klassifikation  der  Matrixpaare,  bei  denen  die  zweite  Matrix 
nicht-singulär  ist.  Daher  lassen  sich  die  gewonnenen  Ergeb- 
nisse auch  für  die  Klassifikation  der  KoUineationen  verwerten, 
denn  nach  §  98  ist  jeder  Kollineation  ein  Matrixpaar,  dessen 
zweite  Matrix  nicht-singalär  ist,  zugeordnet,  nämlich  die  Matrix 
der  linearen  Transformation  und  die  Einheitsmatrix.  Für 
diesen  FaU  ist  die  Normalform  (3),  §  99  besonders  geeignet, 
denn  die  zweite  dort  vorkommende  Form  1/;  besitzt  gerade  die 
Einheitsmatrix  I.  Wir  können  also  sofort  den  wichtigen  Satz 
präzisieren: 

Satz  1.  'Bedeuten  A^,  Ag, .  .  .  X^  irgend  welche^  gleiche 
oder  verschiedene.  Konstante  und  e^,  63, ...  e^  irgend  welche 
positive  ganze  Zahlen,  deren  Summe  n  beträgt,  so  läßt 
sich  im  Baume  von  n  —  1  Dimensionen  eine  Kollineation 
angeben,  deren  charakteristische  Matrix  die  Elementarteiler 
besitzt : 

Wir  können  sofort  hinzufügen: 

Satz  2.  Jede  Kollineation  der  in  Satz  1  erwähnten  Art  ist 
äquivalent  zur  Kollineation  von  der  Matrix 
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M, 

M,\ 

WO  Mi  die  Matrix  e^^''  Ordnung  bedeutet: 
L     1     0  ...  0 


M.= 


0     L     1 


0 


0    0    0  ...  2. 


Auf  diese  Weise  erhält  man  eine  Klassifikation  der  Kollinea- 
tionen,  bei  der  genau  dieselben  Kategorien  und  Klassen  auf- 
treten wie  in  §  99.  Für  w  =  3  (Kollineationen  in  der  Ebene) 
erhalten  wir  drei  Kategorien,  deren  Charakteristik  und  Normal- 
formen  wir  angeben: 


I.  [1 1 1] 


II.  [21] 


in.  [3] 


JOa     


Juo      


'  = 

X,x, 

'  = 

Kx, 

'  = 

h 

^z, 

'  = 

K^i 

+  ^2 

'  = 

Ai^2 

'  = 

h 

^3; 

'= 

l^x^ 

+  x. 

'  = 

l^x,^ 

1 

^8 

X, 


Xa     


X, 


Xq     


AjiCg   . 


Diese  Kategorien  zerfallen  dann  wieder  in  sechs  Klassen 
wie  auf  S.  313  und  in  vierzehn  Unterklassen  (S.  314).  Diese 
letzte  Einteilung  erweist  sich  hier  als  besonders  wichtig;  wir 
zählen  deshalb  diese  vierzehn  Unterklassen  auf  und  geben  bei  jeder 
eine  ihrer  charakteristischen  Eigenschaften  an,  deren  Bestehen 
aus  der  Normalform  sofort  hervorgeht;  da  diese  Eigenschaften 
sämtlich  projektiver  Art  sind,  gelten  sie  dann  natürlich  auch 
für    alle    KoUineationen    der    Unterklasse.      Daß    diese    Eigen- 
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Schäften  wirklich  charakteristisch  sind,  kann  man  leicht  a  poste- 
riori feststellen;  keine  dieser  Eigenschaften* wird  von  KoUinea- 
tionen  zweier  Unterklassen  gleichzeitig  erfüllt. 

[1 1 1]  Drei  getrennte  Fixpunkte,  die  nicht  in  gerader 
Linie  liegen.^) 

[(1  1)1]  Außer  aUen  Punkten  einer  gewissen  Geraden  ist 
noch  ein  Punkt,  der  nicht  auf  ihr  liegt,  Fixpunkt. 

[(1 1 1)]    Identische  KoUineation. 

[21]         Zwei  getrennte  Fixpunkte. 

[(2  1)]      Jeder  Punkt  einer  gewissen  Geraden  ist  Fixpunkt. 

[3]  Ein  einziger  Fixpunkt. 

AUe  diese  Kollineationen  sind  nicht-singulär,  und  alle 
nicht-singulären  Kollineationen  sind  damit  erschöpft.  Bei  den 
nächsten  drei  Unterklassen  gibt  es  einen  Punkt  P  der  Ebene, 
der  überhaupt  nicht  transformiert  wird;  alle  übrigen  Punkte 
gehen  bei  der  KoUineation  in  die  Punkte  einer  Geraden  p 
über,  die  nicht  durch  P  läuft,  und  jeder  Punkt  dieser  Geraden 
entspricht  unzählig  vielen  Punkten  der  Ebena 

0 

[111]      Zwei  getrennte  Fixpunkte  auf  p. 

0 

[(1  1)1]    Jeder  Punkt  auf  p  ist  Fixpunkt. 

0 

[2  1]         Ein  einziger  Fixpunkt  auf  p. 

Bei  den  nächsten  beiden  Fällen  wird  ein  Punkt  P  über- 
haupt nicht  transformiert,  während  alle  übrigen  Punkte  der 
Ebene  bei  der  KoUineation  auf  eine  Gerade  p  gelangen,  die 
jetzt  aber  durch  P  läuft.  Jeder  Punkt  dieser  Geraden  ent- 
spricht unzählig  vielen  Punkten  der  Ebene. 

[2  1]        Ein  Fixpunkt. 
[3]  Kein  Fixpunkt. 

Die  letzten  FäUe  werden  durch  die  angeführten  Eigen- 
schaften vollständig  beschrieben: 

0  0 

[(1 1)1]  Die  Punkte  einer  gewissen  Geraden  werden  über- 
haupt   nicht    transformiert;    aUe    übrigen  Punkte 


1)  Das   heißt,    wie    auch   weiterhin   immer,    daß    dies   die   einzigen 
Fixpunkte  sind. 
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gelangen  bei  der  Kollineation  auf  einen  einzigen 
Punkl^  der  jener  Geraden  nicht  angehört. 

0  0 

[(2  1)]     Der  im  voraufgehenden  Falle  erwähnte  Punkt  liegt 
jetzt  auf  der  Geraden. 

0  0  0 

[(1 1 1)]  Kein  Punkt  der  Ebene  wird  transformiert. 

In   diesem   letzten  Falle   liegt   überhaupt   keine  Transfor- 
mation mehr  vor. 

Übungen 

1.  Die   projektiven   Transformationen    in   einer   Dimension   sollen 
klassifiziert  werden. 

2.  Klassifiziere  die  Kollineationen  im  Räume  von  drei  Dimensionen. 

3.  Die   reellen   projektiven   Transformationen   für   eins,   zv^ei,  drei 
Dimensionen  sollen  klassifiziert  werden.     (Vgl    Übungen  1,  2  §  99). 
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Äquivalenz  und  Klassifikation  von  Paaren 
quadratischer  Formen 

101.  Zwei   Sätze   aus   der   Theorie  der  Matrices. 

Bevor  wir  die  Lehre  von  den  Elementarteilern  auf  die  Theorie 
der  quadratischen  Formen  anwenden  können,  müssen  wir  etwas 
auf  die  allgemeine  Theorie  der  Matrices  zurückgreifen. 
Erkläriing.     Bedeutet  cp{cc)  das  Folynom 

fp{x)  =  a^x"'  +  a^x'^-'^  H \-  a^_^x  +  a„,, 

so  heißt  der  Ausdruck 

ein  Folynom  in  der  Matrix  x  und  wird  mit  (p{x)  hemcJinet.'^) 
Satz  1.     Bedeutet  q){X)    die  charaMeristische  FunMion  der 
Matrix  a,  so  ist 

cf(ci)  =  0. 

Diese  Gleichung  hat  wegen  der  außerordentlichen  Bedeu- 
deutung  des  durch  sie  ausgesagten  Satzes  einen  besonderen 
Namen  bekommen.  Man  nennt  sie  die  Hamilton-Cayley sehe 
Gleichung. 

Mit  e  woUen  wir  die  charakteristische  Matrix  von  a  be- 
zeichnen: 

c  =  a  —  IL 

Sie  ist  eine  ^-Matrix  ersten  Grades;  ihre  Adjungierte  C  wird 
also  eine  A- Matrix  sein,  deren  Grad  die  Zahl  n—1  nicht  über- 
steigt, wenn  n  die  Ordnung  von  a  bedeutet: 

(1)  C=C„_,A»-i  +  C„_,A»-^  +  ...  +  Co. 
Man  kann  auch  schreiben: 

(2)  y(A)^j^^»  +  fc„_,A«-'  +  ...  +  V 


1)  Nach  dieser  Erklärung  sind  die  Koeffizienten  eines  Polynoms 
in  ^  skalar,  im  Gegensatz  zu  einer  ^-Matrix,  in  der  die  Koeffizienten 
Matrices  sind  und  die  Veränderliche  skalar  ist.  Beide  Gestalten  sind  in 
dem  Ausdruck  enthalten: 
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Aus  Formel  5,  §  25  folgt  aber 

aC-kC=cp{X)L 

Setzen  wir  hierin  für  C  und  (p{V)  die  Werte  aus  (1)  und 
(2)  ein,  so  erhalten  wir  durch  Vergleichung  gleich  hoher  Po- 
tenzen von  A 


aCo 

=  ^^0^ 

aC^ 

-      C,^k,I 

aC^ 

-      C,  =  k,I 

^c„_ 

-1  ~  ^n-2  =  ^n-1^ 

-  c„-i  =  KI- 

Diese  Gleichungen  multiplizieren  wir  der  Reihe  nach  mit 
I,  a,  a^,  .  .  .  a^j  und  addieren.  Dabei  heben  sich  die  linken 
Seiten  weg,  und  wir  erhalten 

JcqH-  \a  +  h^a^  +  •  •  •  +  \a''  =  0. 

Das  ist  aber  gerade  die  Gleichung 

9?(a)  =  0, 

und  damit  ist  der  erste  Satz,  den  wir  brauchen,  bewiesen. 

Für  den  Beweis  des  zweiten  haben  wir  einen  Hilfssatz 
nötig,  der  sich  nur  auf  skalare  Größen  bezieht: 

Hilfssatz:  Ist  das  konstante  Glied  des  Polynoms  ^(rr)  vom 
n^^  Grade  (n  >  0)  von  Null  verschieden,  so  läßt  sich  ein  Polynom 
X  {x)  angehen,  dessen  Grad  geringer  als  n  ist,  so  daß  der  Ausdruck 

(%(^))^  -  ^ 
durch  r{j(x)  teilbar  ist. 

Die  verschiedenen  Linearfaktoren  von  il^{x)  seien  x  —  a, 
X  —  hj  X  —  c, .  .  .y  so  daß  also 

xl;{x)  =  h(x-aY{x  —  lyix  -c)y  ■•  -        {ai-  ß  +  y  -i =  n). 

Da  das  konstante  Glied  von  tfj  nicht  gleich  Null  ist,  so 
kann  auch  keine  der  Konstanten  <x,  6,  c  verschwinden.  Mit 
1/^1  wollen  wir  jetzt  das  Polynom  bezeichnen,  welches  entsteht, 
wenn  man  in  ^   den  Faktor  (x  —  aY  wegläßt,   ebenso   mit  1^2 
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das  Polynom,  in  welchem  {x  —  hy  aus  ^  fortgelassen  ist  usw. 
und  bilden  dann  mit  unbestimmten  Koeffizienten  die  Polynome 

A{x)  =  A^  +  A,{x  -  a)  +  Ä^{x-af  +  •  •  •  +  A^_^{x-aY-^ 
B{x)  ^  J5o  +  ^i(^  -  ^)  +  J5,(^  -  6y  +  •  •  •  +  B^_^{x-hy-^ 
C{x)  ^  Co  4-  Ci  (o;  -  c)  +  (7,  (o;  -  c)2  +  •  •  •  +  C^.,  {x  -  c)y-' 


Aus  diesen  Polynomen  bilden  wir  das  weitere  Polynom 

%(x)  =  A(x)^^{x)  +  B(x)^,(x)  +  (7(:r)t^3(a;)  +  •  •  ., 

dessen  Grad  nicht  höher  sein  kann  als  n  —  1.  Wir  wollen 
jetzt  zeigen,  daß  die  Konstanten  A^,  B^ .  .  .  so  gewählt  werden 
können,  daß  das  Polynom  %(a;)  die  Bedingung  unseres  Hilfs- 
satzes erfüllt. 

Da  t/^2;  V^3;  •  •  •  sämtlich  durch  (x  —  a)"  teilbar  sind,  so  ist 
(yC(^))^  —  X  dann  und  nur  dann  durch  (x  —  a)"  teilbar,  wenn 
auch  das  Polynom 

(p(x)  =  (Aix)y(t,ix)y-x 

es  ist.     Nun  ist  aber 

(p{a)  ==  A^V(a  -  byC{a  -  cyy a. 

Daher  ist  (p(x)  dann  und  nur  dann  durch  x  —  a  teilbar, 
wenn 

Da  weder  der  Zähler  noch  der  Nenner  Null  sein  kann,  so 
erhalten  wir  für  Aq  zwei  verschiedene  Werte,  von  denen  keiner 
verschwindet.  Legen  wir  also  Aq  einen  dieser  Werte  bei,  so 
wird  (p  (x)  durch  x  —  a  teilbar.  Damit  es  auch  noch  durch 
{x  —  ay  teilbar  sei,  ist  es  notwendig  und  hinreichend,  daß  die 
Derivierte  cp\a)  =  0  ist.  Diese  Bedingung  kann,  wie  wir 
sofort  sehen  werden,  immer  gerade  auf  eine  einzige  Art 
durch  geeignete  Wahl  von  A^^  erfüllt  werden.  Die  Bedingung, 
daß  (p(x)  durch  (x  —  ay  teilbar  ist,  lautet  jetzt:  ^"(a)  =  0, 
wo  durch  die  Akzente  ebenso  wie  nachher  Differentiationen 
angedeutet  werden.  Nun  ist  zu  zeigen,  daß  sich  dies  Verfahren 
so  weit    fortsetzen   läßt,   bis   schließlich   (p{x)    durch    (x  —  ay 

B 6 eher,  höhere  Algebra  21 
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teilbar  ist.  Dafür  geben  wir  einen  Induktionsbeweis  und  nehmen 
an,  Aq,  .  .  .  Ä^_^  seien  durch  die  Forderungen  bestimmt: 

cp(a)  =  (p\a)  =  .  .  .  =  9)f^-i3(a)  =  0.  ' 

Dann  ist  also  zu  zeigen,  daß  sich  Ä^  so  bestimmen  läßt,  daß 
^W(a)  gleich  Null  wird. 

Dazu  bemerken  wir,  daß 

(4)  fpy\x)  ^  2Ä^»^{x)Ä{x){t,{x)y  -f  R^x) 

gesetzt  werden  kann,  wo  BX^)  eine  ganze  rationale  Funktion 
von  t/;i,  ^/,  .  .  .,  t/^^t*^,  Äj  Äy  .  .  .  J.[*-iJ  mit  numerischen  Koef- 
fizienten ist.     Da  nun  aber 

A{a)  =  A„  A'{a)  =  A^,  A:'{a)  =  2!  ^„  •  •  • , 
A^'-'\a)^{s-l)\A,_„ 

so  folgt,  daß  B{a)  eine  bekannte  Konstante  ist,  d.  i.  von  keiner 
der  noch  unbestimmten  Konstanten  A^y  A^j^^y  .  .  .  A^_^  abhängt, 
ebensowenig  von  den  B,  den  C  usw. 

Aus  (4)  ergibt  sich  somit,  daß  ^^^^{d)  =  0  dann  und  nur 
dann  ist,  wenn  A^  den  Wert  hat: 

(5)  ^,=      -^^(«) 


Wenn  man  also  nach  dieser  Formel  nacheinander  die 
Koeffizienten  A^y  A^y  .  .  .  A^_^  berechnet,  läßt  sich  das  Poly- 
nom A(x)  schließlich  so  bestimmen,  daß  cp{x)  durch  (x  —  a)" 
teilbar  ist.  Dann  ist  aber  auch,  wie  wir  oben  sahen,  (x{x)y 
—  X  durch  (x  —  aY  teilbar. 

Auf  demselben  Wege  bestimmen  wir  jetzt  die  Koeffizienten 
von  B{x)  so,  daß  {x{x)y  —  x  durch  {x  —  hy  teilbar  wird;  dann 
die  Koeffizienten  von  C{x)  so,  daß  {x{x)y  —  x  durch  {x  —  cy 
teilbar  wird;  usw.  Sind  alle  Polynome  A,  B,  C .  .  .  in  dieser 
Weise  bestimmt,  so  ist  (x{x)y  —  x  durch  ^(x)  teilbar,  und  da- 
mit ist  unser  Hilfssatz  bewiesen. 

Satz  2.  Bedeutet  a  eine  niclit-singuläre  Matrix  n*^''  Ord- 
nung, so  lassen  sich  nichts Inguläre  Matrices  b  der  n*^"  Ordnung 
angehen,  so  daß  h  ein  Polynom  in  a  ist,  dessen  Grad  geringer 
als  n  ist,  und  die  Relation  besteht: 

h^  =  a. 
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Da  a  nicht -singulär  ist,  so  ist  seine  charakteristische 
Funktion  9  (A)  ein  Polynom  w*^^  Grades,  dessen  konstantes  Glied 
nicht  verschwindet.  Daher  läßt  sich  nach  dem  soeben  bewie- 
senen Hilfssatz  ein  Polynom  %(p)  von  geringerem  Grade  als 
n  angeben,  so  daß 

(x(A))ä-A^y(X)/-(A), 

wo  f{X)  ebenfalls  ein  Polynom  bedeutet.     Aus  dieser  Identität 
folgt  aber 

oder,  da  nach  Satz  1  ja  qp(a)  =  0  ist, 

(z(«))'  =  «; 

daher  ist  h  =  %(a)  eine  Matrix,  die  den  im  Satze  ausgesprochenen 
Bedingungen  genügt., 

102.  Symmetrische  Matrices.  Die  Anwendung  der 
Lehre  von  den  Elementarteilern  auf  quadratische  Formen  be- 
ruht jetzt  auf  folgendem  Satze: 

Satz  1.  Sind  die  beiden  Matrices  a^  und  a^  symmetrisch 
und  existieren  zwei  nicht- siyiguläre  Matrices  p  und  q  so,  daß 

(1)  a^=pa^q 

ist,  so  gibt  es  auch  eine  nicht-singuläre  Matrix  JP,  für  die  die 
Belation  gilt 

(2)  «2-  P'a^T, 
wo  P'  die  Konjugierte  von  JP  bedeutet}) 

Nehmen  wir  auf  beiden  Seiten  von  (1)  die  Konjugierten, 
so  finden  wir  nach  Satz  6,  §  22: 

(3)  «2  =  qa^P- 

Darin  bedeuten  p  und  q[  die  Konjugierten  von  p  und  g; 
die  Matrices  a^  und  a^  sind,  weil  symmetrisch,  zu  sich  selbst 


1)  Ein  einfacher  Beweis  ist  der  folgende:  Aus  (1)  folgt  sofort,  daß 
a^  und  «2  den  gleichen  Rang  besitzen.  Nach  Satz  4,  §  46  sind  daher 
die  quadratischen  Formen,  deren  Matrices  a^  und  a^  sind,  äquivalent. 
Bezeichnen  wir  mit  P  die  Matrix  der  linearen  Transformation,  welche 
die  quadratische  Form  a^  in  die  quadratische  Form  a^  überführt,  so  be- 
steht die  Gleichung  (2)  nach  Satz  1,  §  43. 

Dieser  Beweis  zeigt  jedoch  nicht,  worauf  es  uns  hier  gerade  an- 
kommt, daß  J*  sich  durch  p  und  q  allein  ausdrücken  läßt. 

21* 
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konjugiert.     Aus  (1)  und  (3)  folgt  leicM  die  weitere  Relation 

(4)  (^')"^i>«i==«ii>'^"'' 

Der  Kürze  halber  setzen  wir  noch 

(5)  U={q')-'P,  TJ'=pq-\ 

wobei  also   (Übung  6,  §  25)    ü"   die  Konjugierte   von    JJ  ist. 
Aus  Gleichung  (4)  ergibt  sich  dann: 

(6)  Va^  =  «1  U\ 

Aus  dieser  Gleichung  können  wir  aber  sofort  die  weiteren 


ableiten: 


0) 


Zu  den  Gleichungen  (6)  und  (7)  fügen  wir  noch  die 
Gleichung  a^  =  a^-^  aUe  diese  multiplizieren  wir  mit  beliebigen 
skalaren  Größen  und  addieren.  Auf  diese  Weise  folgt,  daß  für 
jedes  Polynom  %{TJ)  in  17  die  Relation  gilt: 

(8)  x(TJ)a,^a^x{Vy 

Wir  wählen  nun  das  Polynom  V  =  %{TJ)  so,  daß  V  nicht- 
singulär  ist  und  daß 

was  nach  Satz  2,  §  101  möglich  ist.    Bezeichnen  wir  dann  mit 
V  die  Konjugierte  von  V,  so  ist  offenbar 

so  daß  man  die  Gleichung  (8)  auch  in  den  folgenden  Gestalten 
darstellen  kann: 

F«!  =  «1  V, 

Setzen  wir  diesen  Wert  in  (1)  ein,  sp  ergibt  sich 

(9)  a,=pV-^a,V'q. 
Aus  der  ersten  Gleichung  (5)  folgt  aber 

pV-^^qV. 
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Daher  ist  pV~^  die  Konjugierte  zu  V'Qy  so  daß  sich 
die  Gleichung  (9)  schreiben  läßt: 

WO 

gesetzt  ist.     Damit  ist  unser  Satz  aber  bewiesen. 

Zusatz:  Als  Matrix  F  des  vorhergehenden  Satzes  Icann  die 
Matrix  V'q  gewählt  werden  j  wo  V  zu  irgend  einer  der  durch 
Satz  2,  §  101  erklärten  Quadratwurzeln  von  (q)~^p  konjugiert  ist. 

Insbesondere  sieht  man  hieraus,  daß  J?  wohl  von  p  und 
Qy  nicht  aber  von  «^  oder  «3  abhängt.  Sind  also  die  Matrices 
«1,  «2»  ^1?  ^2  symmetrisch  und  gibt  es  zwei  nicht-singuläre  Ma- 
trices p  und  gr,  für  die 

so  gibt  es  eine  nicht-singuläre  Matrix  JP,  so  daß 

Hieraus  und  aus  Satz  2,  §  96  schließen  wir: 

Satz  2.    Sind  von  den  symmetrischen  Matrices  «1,  a^,  b^,  b^ 

die  letzten  beiden  nicht-singulär j  so   existiert  eine  nicht-singuläre 

Matrix  JP  von  den  Eigenschaften 

(10)  «2  =  JP'cti  P,         b^^P'b^F 

dann  und  nur  dann,  wenn  die  Matrices 

a^  —  Ib-^j        «2  —  Ib^^ 
dieselben  invarianten  Faktoren  (dieselben  Elementarteiler)  besitzen. 
Ist  insbesondere  b^  =  b^  =  I,  wo  I  die  Einheitsmatrix  be- 
deutet, so  folgt  aus  der  zweiten  Gleichung  (10): 

Eine  solche  Matrix  P  nennen  wir  eine  orthogonale  Matrix 
auf  Grund  folgender  Erklärung,  die  zu  der  in  der  Fußnote 
auf  Seite  167  gegebenen  offenbar  äquivalent  ist: 

Erklärung.  Eine  Matrix  heißt  orthogonal,  wenn  sie  nicht- 
singulär  ist  und  ihre  Inverse  mit  ihrer  Konjugierten  überein- 
stimmt 

Satz  2  kann  für  diesen  besonderen  Fall  dann  folgender- 
maßen ausgesprochen  werden: 
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Satz  3.  Sind  die  beiden  Matrices  a^  und  a^  symmetrisch^ 
so  gibt  es  eine  orthogonale  Matrix  P  von  der  Eigenschaft 

dann  und  nur  dann,  wenn  die  charakteristischen  Matrices  von 
a^  und  «2  dieselben  invarianten  Faktoren  (dieselben  Elementar- 
teiler) besitzen. 

Der  Unterschied  gegen  Satz  3,  §  96  besteht  einmal  darin, 
daß  «1  und  a^  symmetrisch  angenommen  sind,  dann  darin,  daß 
JP  jetzt  orthogonal  ist. 

103.  Äquivalenz  von  Paaren  quadratischer  Formen. 

Wir  betrachten  die  beiden  Paare 

n  n 

1  1 

und 

n  n 

1  1 

wo  die  beiden  Formen  ij^^  und  i^g  nicht-singulär  sein  sollen. 
Wir  untersuchen,  wann  diese  beiden  Formenpaare  äquivalent 
sind,  d.  i.  wann  es  eine  lineare  Transformation 


c  { 


gibt,  die  cp^  in  cp^  und  gleichzeitig  ^^  in  ^2  überführt. 

Bezeichnen  wir  die  Konjugierte  der  Matrix  c  mit  c'  und 
die  Matrices  der  Formen  g)^,  1}^^,  (p^,  1^2  der  Reihe  nach  mit 
«1,  &i,  «2?  ^2  9  SO  führt  (Satz  1,  §  43)  die  Transformation  c  die 
Formen  cp^  und  ^^  über  in  neue  Formen  von  den  Matrices 

Sollen  also  diese  Formen  (p^  und  ip^  ^^^^y  ^^  ^^^ 
(1)  «2  =  c'a^Cy  02  =  c'b^c. 

Daher  haben  (Satz  2,  §  102)  die  beiden  A -Matrices 
«1  —  A^i  und  «2  ~  ^^2 
dieselben  invarianten  Faktoren  (Elementarteiler). 
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Haben  umgekehrt  diese  beiden  A-Matrices  dieselben  in- 
varianten Faktoren  (Elementarteiler)  ^  so  existiert  (nach  dem- 
selben Satze)  eine  von  l  unabhängige  Matrix  c,  die  beide  Glei- 
chungen (1)  erfüllt.  Daher  sind  dann  die  beiden  quadratischen 
Formenpaare  äquivalent.     Wir  haben  somit  den  Satz  bewiesen: 

Satz  1.  Die  'beiden  Faare  quadratischer  Formen  cp^yti 
und  cp^y  ^2  ^^'^  ^  Veränderlichen  y  von  denen  ip^  und  f^  '^'^^^^t' 
Singular  sind,  sind  dann  und  nur  dann  äquivalent,  wenn  die 
Matrices  der  beiden  Scharen 

dieselben  Elementarteiler  (dieselben  invarianten  Faktoren)  besitzen.^) 
Sehr  wichtig  ist  der  besondere  FaU,  wo  die  beiden  Formen 
^1  und  ^2  sich  auf  die  Gestalt 

^1^  +  ^2^  H +  xj 

reduzieren.  In  diesem  Falle  haben  wir  es  mit  orthogonalen 
Transformationen  zu  tun  (vgl.  die  Erklärung  in  Übung  1,  §  52), 
und  unser  Satz  kann  dann  folgendermaßen  ausgesprochen  werden  ^) : 

Satz  2.  Die  beiden  quadratischen  Formen  von  den  Matrices  a^ 
und  «2  können  dann  und  nur  dann  durch  eine  orthogonale  Trans- 
formation ineinander  übergeführt  werden,  wenn  die  charakteristi- 
schen Matrices  von  a^  und  a^  dieselben  invarianten  Faktoren 
(dieselben  Elementarteiler)  besitzen. 

Um  die  Sätze  dieses  Abschnitts  zu  erläutern,  behandeln 
wir  das  Problem  der  gleichzeitigen  Reduktion  zweier  quadra- 
tischer Formen  auf  Summen  von  Quadraten.  Aus  Kapitel  XIII 
kennen  wir  zwei  Fälle,  wo  diese  Reduktion  möglich  ist  (Satz  2, 
§  58;  Satz  2,  §  59).  Jetzt  sind  wir  aber  in  der  Lage,  die  not- 
wendige und  hinreichende  Bedingung  für  die  Möglichkeit  dieser 
Reduktion  anzugeben,  vorausgesetzt,  daß  die  eine  der  beiden 
Formen  nicht-singulär  ist. 

Wir  betrachten  dazu  die  beiden  quadratischen  Formen: 

(p  =  \x^^  +  k^x^^  H h  k^x^^, 

'^^c^x^^-^r  c^x^^^  ■  ••  -f-c„a;/, 

1)  Der  Kürze  halber  wollen  wir  diese  invarianten  Faktoren  und 
Elementarteiler  einfach  als  die  invarianten  Faktoren  und  Elementarteiler 
der  Formenpaare  cp^ ,  ip^  und  (p^ ,  ip^  bezeichnen. 

2)  Dieser  Satz  sagt  im  wesentlichen  wieder  dasselbe  aus,  wie 
Satz  3,  §  102,  von  dem  er  eine  unmittelbare  Folgerung  ist. 
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und  nelimeD,   damit  xl)  nicht-singulär  sei,   an,  daß  kein  c  ver- 
schwindet. 

Die  Matrix  des  ßüscliels  9?  —  Az^  heißt  dann 

\-c^X        0        0  ...        0 
0        L-CoA  0  ...        0 


0        0 


und  die  Elementarteiler  dieser  Matrix 


A-^ 


x^h 


n  n 


A  — 


sind  alle  vom  ersten  Grade.  Jedes  Paar  quadratischer  Formen, 
welches  zu  dem  soeben  betrachteten  Paar  äquivalent  sein  soll, 
muß  also  eine  A-Matrix  besitzen,  deren  Elementarteiler  alle 
vom  ersten  Grade  sind. 

Liegt  umgekehrt  ein  Paar  quadratischer  Formen  vor,  von 
denen  die  zweite  nicht-singulär  ist,  und  besitzt  die  A-Matrix 
nur  Elementarteiler  ersten  Grades,  so  lassen  sich  die  Kon- 
stanten h  und  c  offenbar  so  wählen,  daß  die  A-Matrix  der 
soeben  betrachteten  Formen  cp  und  ^  dieselben  Elementarteiler 
hat;  daher  sind  dann  die  gegebenen  Formen  zu  9),  ij;  äquivalent. 
Somit  haben  wir  den  Satz  bewiesen: 

Satz  3.  Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür, 
daß  sich  die  beiden  quadratischen  Formen  cp  und  tjjj  wo  tl^ 
nicht-singulär  ist,  durch  eine  nicht -singulare  lineare  Trans for- 
mation  gleichzeitig  in  Formen  überführen  lassen,  in  denen  nur 
Quadrate  vorkommen,  besteht  darin,  daß  die  Elementarteiler  des 
Formenpaares  sämtlich  vom  ersten  Grade  sein  müssen. 

In  diesem  Satze  ist  Satz  2,  §  58  als  Spezialfall  ent- 
halten; denn  wenn  die  A-Gleichung  keine  vielfachen  Wurzeln 
besitzt,  so  sind  die  Elementarteiler  notwendig  vom  ersten 
Grade. 

Aber  auch  in  Satz  2,  §  59  muß  die  eben  abgeleitete  Be- 
dingung erfüllt  sein: 

Satz  4.  Bedeutet  ^  eine  nicht-singuläre  definite  quadratische 
Form  und  (p  eine  beliebige  reelle  quadratische  Form,  so  sind  alle 
Elementa/rteiler  dieses  Formenpaares  vom  ersten  Grade. 


104.  Paare  quadratischer  Formen.     Klassifikation  329 

104.  Klassifikation  der  Paare  quadratischer  Formen. 

Die  beiden  Formen  seien 

n  n 

(1)  9  =  ^(^ij^iXj,      tp  =  ^hj^i^jy 

wobei  wieder  ip  nicbt-singulär  sei.  Die  Elementarteiler  dieser 
Formen  wollen  wir  ebenso  wie  in  §  99  mit 

bezeichnen.  Das  Symbol  [eie^.-.e^']  soll  wieder  die  Charakte- 
ristik des  Formenpaares  heißen;  alle  Paare  quadratischer  Formen 
von  derselben  Charakteristik  werden  zu  ein  und  derselben 
Kategorie'^)  gezählt. 

Genau  wie  bei  den  bilinearen  Formen  gilt  dann  auch  hier 
der  Satz: 

Satz.  Bedeuten  X^,  l^,  ...  Ij^  irgend  welche,  gleiche  oder 
voneinander  verschiedene  Konstante  und  e^,  ^g ,  .  .  .  e^  gan^e  posi- 
tive Zahlen,  deren  Summe  n  beträgt,  so  lassen  sich  Paare  quadra- 
tischer Formen  in  n  Veränderlichen  angehen,  die  die  Elementar- 
teiler 

(2)  (A-AOS    (A-A2>,  •..  (A-A,> 

besitzen;  dabei  ist  die  zweite  Form  jedes  Paares  nicht-singulär. 
Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  betrachten  wir  das  folgende, 
analog    zur  Normalform   (3')    in  §  99    gebildete  Paar   quadra- 
tischer Formen: 

/Cj  +  e^  e^  +  e^  —  l  \ 

+  1   ^h^2 ^i^i e^  +  e^-i  +  1  ~^^  "2 ^»^2 e^+  e.- i  ) 
\^i  + 1  ^1  + 1  / 

(n—1  n—1  \ 

^  K^k^i^i w - e,  - 1  + 1  -\~^  ^k^i^i  n-e.-il 
n-ek  +  1  '^  n -€/.+!  */ 

«1  Ci  +  Ca  ^1  +  ^2  +  «a 

^  —  -«^  ^1  ^i^ci- i  + 1  +-^  ^2 ^i ^2 e^+  e^-  i  + 1  ~^^  ^3 ^f ^2 e,  +  2 e^+  e,-i  +  l 
1  Ci  + 1  ei  +  e^  +  1 

n 


^it  +  1 


1)  So  bilden  alle  Formenpaare,  bei  denen  die  zweite  Form  nicht- 
singulär  ist,  und  die  eine  gleichzeitige  Reduktion  auf  Quadratsummen 
gestatten,  eine  Kategorie  von  der  Charakteristik  [1  1  ...  1]  (Satz  3,  §  103). 
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wo  die  Konstanten  c^,  .  .  .,  c^,  d^,  ...  d,^  insofern  beliebig   ge- 
wählt werden  dürfen,    als   keine  von  ihnen  verschwinden  darf. 

Die  A-Matrix  dieses  Formenpaares  stimmt  überein  mit  der 
A-Matrix  des  Paares  bilinearer  Formen  (3'),  §  99  und  hat  daher 
auch  die  verlangten  Elementar  teuer. 

Satz  1,  §  103  zeigt,  daß  Formel  (3)  eine  Normalform  ist, 
auf  die  jedes  Paar  quadratischer  Formen,  bei  dem  die  zweite 
Form  nicht-singulär  ist,  gebracht  werden  kann,  sobald  die  Ele- 
mentarteiler die  in  (2)  angegebenen  Werte  besitzen. 

Die  Kategorien,  von  denen  wir  bisher  sprachen,  können 
ebenso  wie  in  §  99  bei  den  bilinearen  Formen  in  Unter- 
abteilungen geteilt  werden.  Dazu  hat  man  wieder  zu  unter- 
suchen, wieviele  der  X.  einander  gleich  sind  und,  wenn  man 
noch  weiter  klassifizieren  will,  wieviele  X.  verschwinden. 

Jetzt  sind  wir  in  der  Lage  zu  erkennen,  wieviel  mehr  die 
Elementarteiler  leisten,  als  die  in  §57  behandelten  Invarianten  @.. 
Das  waren  die  Koeffizienten  der  A- Gleichung  unseres  Formen- 
paares; sie  bestimmen  also  allerdings  die  Wurzeln  dieser  Glei- 
chung, nämlich  die  Konstanten  A^;  ebenso  auch  noch  ihre  Multi- 
plizitäten. 

Dagegen  bestimmen  sie  den  Grad  e^  der  Elementarteiler 
nicht]  mit  Hilfe  der  &^  allein  ist  man  daher  gar  nicht  imstande 
zu  entscheiden,  ob  zwei  Formenpaare  äquivalent  sind.  Zum 
Beispiel  können  zwei  Formenpaare  genau  dieselben  Invarianten  0^ 
besitzen;  dabei  kann  die  Charakteristik  das  eine  Mal[(l  l)ll...l] 
sein,  das  andere  Mal  [2  1  1 ...  1].^)  Die  &^  bilden  also  ein  voll- 
ständiges Invariantensystem  nur  in  einem  sehr  speziellen  Sinne 
dieses  Wortes. 

Übungen 

1.  Es  soll  ein  Zahlenbeispiel  für  n  =  d  gebildet  werden  zur  Er- 
läuterung der  Schlußbemerkungen  dieses  Abschnitts. 

2.  Haben  zwei  äquivalente  Paare  quadratischer  Formen  zwei  Ele- 
mentarteiler ersten  Grades,  die  demselben  Linearfaktor  entsprechen,  so 
gibt  es  unzählig  viele  lineare  Transformationen,  die  das  eine  Formen- 
paar in  das  andere  überführen. 

1)  Dem  entspricht  geometrisch  für  n  =  S  zum  Beispiel  die  Tat- 
sache, daß  durch  die  Invarianten  0^  allein  nicht  entschieden  werden 
kann,  ob  zwei  Kegelschnitte,  die  sich  berühren,  eine  einfache  oder  eine 
Doppelberührung  haben;  die  Betrachtung  der  Elementarteiler  liefert  da- 
gegen sofort  ein  Kriterium. 
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3.  Beweise  den  allgemeinen  Satz,  von  dem  Übung  2  einen  spe- 
ziellen Fall  bildet:  Haben  zwei  äquivalente  Paare  quadratischer  Formen 
eine  Charakteristik,  in  der  Klammern  vorkommen,  so  gibt  es  unendlich 
viele  lineare  Transformationen,  welche  die  eine  Form  in  die  andere 
jiberführen. 

4.  Kommt  in  der  Charakteristik  zweier  äquivalenten  Paare  qua- 
dratischer Formen  keine  Klammer  vor,  so  gibt  es  nur  eine  endliche  An- 
zahl von  linearen  Transformationen,  die  das  eine  Formenpaar  in  das 
andere  überführen.  ^)  In  welcher  Beziehung  stehen  diese  Transformationen 
zueinander  ? 

105.  Paare  quadratischer  G-leichungeu.  Scharen 
von  Formen  und  von  G-leichungen.^)  Die  Probleme  über 
Äquivalenz  und  Klassifikation  quadratischer  Formen  treten  nicht 
immer  in  genau  der  Weise  auf,  in  der  wir  sie  in  den  beiden 
letzten  Abschnitten  behandelt  haben.  So  hat  man  es  häufig 
nicht  mit  quadratischen  Formen  zu  tun,  sondern  mit  den 
Gleichungen^  die  durch  Nullsetzen  dieser  Formen  gewonnen 
werden.  Zwei  Paare  quadratischer  Gleichungen  werden  als 
äquivalent  nicht  nur  dann  angesehen  werden  müssen,  wenn  die 
Formen  selbst  äquivalent  waren,  sondern  auch,  wenn  das  eine 
Formenpaar  aus  dem  andern  durch  Multiplikation  mit  nicht- 
verschwindenden  Konstanten  gewonnen  werden  kann. 

Wir  betrachten  wieder  die  beiden  quadratischen  Formen 
q),  fj  von  denen  die  zweite  nicht-singulär  sein  soll,  und  wollen 
untersuchen,  in  welcher  Weise  die  Elementarteiler 

(1)  (i-i^)e,;(x-x,y', ...  (i-x,y^ 

dieser  Formen  beeinflußt  werden,  wenn  die  beiden  Formen  mit 
den  nicht -verschwindenden  Konstanten  p  und  q  multipliziert 
werden. 

Setzen  wir 

so  wird 

(2)  9i  —  Ai^i  ^p((p  —  A», 

wo 


1)  Als  spezieller  Fall  hiervon  kann  die  Übung  in  §  58  angesehen 
werden. 

2)  Ahnliche  Fragestellungen,  wie  im  folgenden,    lassen  sich  natür- 
lich auch  für  bilineare  Formen  aufwerfen. 
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Mit  A  —  a  bezeichnen  wir  einen  Linearfaktor  der  Matrix 
von  cp  —  Xil^f  so  daß  also  a  eine  der  Konstanten  A^,  Ag,  .  .  .  Xj^ 
ist;  ferner  sei,  wie  in  der  Fußnote  zu  Erklärung  3,  §  92,  l^  der 
Exponent  der  höchsten  Potenz  von  k  —  a,  die  ein  Faktor  aller 
i-reihigen  Determinanten  dieser  Matrix  ist.  Nach  (2)  ist  l^ 
auch  Exponent  der  höchsten  Potenz  von  A'—  a,  die  ein  Faktor 
aller  i-reihigen  Determinanten  der  Matrix  von  cpi—  ktl^i  ist. 
Mit  andern  Worten: 

ist  die  höchste  Potenz  des  linearen  Faktors  A  —  — ,  die  Faktor 

aller  ^-reihigen  Determinanten  der  Matrix  von  (p^—  A^^  ist.  Die 
in  der  Fußnote  zu  Erklärung  3,  §  92  gegebene  Definition  der 
Elementarteiler  zeigt  also,  daß  die  Elementarteiler  der  Matrix 
von  (p^  —  At/^i  sich  von  denen  der  Matrix  von  q)  —  Xifj  nur  da- 
durch  unterscheiden,   daß   die  Konstanten  A.  durch  — -*   ersetzt 

7  2 

sind.     Es  gilt  somit: 

Satz  1.  Wenn  das  Paar  quadratischer  Formen  (p,  ip,  von 
denen  die  zweite  nicht-singulär  ist,  die  Elementarteiler  besitzt: 

(A-AOS    (A-A,>,  ...  (A-A,>, 

so  hat  das  Formenpaar  pg),  qtj  wo  p  und  q  von  Null  verschie- 
dene Konstante  bedeuten,  die  Elementarteiler 

wenn  zur  Abkürzung 

A/=^A, 

q     » 

gesetzt  wird. 

Die  beiden  Formenpaare  haben  dieselbe  Charakteristik 
auch  dann  noch,  wenn  man  in  die  Charakteristik  Klammern 
und  Nullen  einführt. 

Der  soeben  bewiesene  Satz  zeigt,  daß  Paare  homogener 
quadratischer  Gleichungen  durch  ihre  Charakteristiken  genau 
so  klassifiziert  werden  können,  wie  die  Paare  quadratischer  Formen 
im  letzten  Abschnitt,  vorausgesetzt,  daß  die  zweite  Gleichung 
des  Paares  nicht-singulär  ist.  Wir  geben  die  Klassifikation 
für  den  Fall  w  =  3,  haben  es  also  mit  Kegelschnitten  in  einer 
Ebene  zu  tun,  von  denen  der  eine  nicht-singulär  ist. 
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I.  [111] 

IL   [21] 

in.  [3] 


Die    drei    Kategorien    sind   liier    durch   folgende  Normal- 
formen^)  gegeben: 

(p  ^  A^X^    -f-  A^X^  '''3^3 

cp  ^2X^x^X2  +  ^\    +  K^Z 

^=     2x^X2+ x^\ 

(p    =    U  K-i  X*  Xo    ~j~    Aj  Xa      ~p    ^  X*  Xa 

ip=     2x^x^^rX<^. 


Diese  Kategorien  teilen  wir  wieder  in  Klassen,  wobei  wir 
sofort  durcb  Betrachtung  der  Normalformen  imstande  sind,  für 
jede  Klasse  eine  projektive  Eigenschaft  anzugeben,  die  keiner 
andern  Klasse  zukommt.^) 

Da  der  Kegelschnitt  i\)  in  allen  Fällen  nicht-singulär  ist, 
so  brauchen  wir  diese  Tatsache  nicht  jedesmal  besonders  an- 
zumerken. 

[111]  9)  und  il)  schneiden  sich  in  vier  getrennten  Punkten. 

[(1 1)  1]  Doppelberührung. 

[(111)]  Die  beiden  Kegelschnitte  fallen  zusammen. 

[2  1]  Drei  getrennte  gemeinsame  Punkte;  in  einem  von  ihnen 

Berührung. 

[(2 1)]  Hyperoskulation. 

[3]  Oskulation. 

In  allen  sechs  Fällen  ist  9  nicht-singulär.  In  den  nächsten 
fünf  Fällen  besteht  9?  aber  aus  zwei  getrennten  geraden  Linien 

0 

[1 1 1]  Vier  getrennte  Schnittpunkte. 

0 

[(1  1)1]  Beide  Gerade,  in  die  (p  zerf äUt,  berühren  1^. 

1)  Den  Konstanten  c^  und  Ä^.  in  Formel  (3)  des  letzten  Abschnittes 
legen  wir  solche  Werte  bei,  daß  die  geometrischen  Örter  g?  =  0,  i/>  =  0 
reelle  Punkte  besitzen,  sobald  die  Konstanten  l-  reell  sind.  Wesentlich 
ist  das  allerdings  nicht,  da  wir  uns  hier  mit  Realitätsfragen  gar  nicht 
beschäftigen. 

2)  Um  die  hier  gemachten  Behauptungen  zu  bestätigen,  muß  der 
Leser  einige  Kenntnisse  über  Berührung  von  Kegelschnitten  haben; 
hierüber  vgl.  man  etwa  Salmon-Fiedler,  Analyt.  Geom.  der  Kegelschnitte, 
Kap.  XIV,  Seite  441—448. 
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0 

[2  1]  Drei  getrennte  Schnittpunkte;  in  einem  Berührung. 

0 

[2  1]  Der  Doppelpunkt  von  cp  liegt  auf  ^;  keine  Berührung. 

0 

[3]  Der  Doppelpunkt  von  g?  liegt  auf  i/;;  Berührung. 


In   den   nächsten  beiden  Fällen   ist  cp   eine  Doppelgerade. 


0  0 


[(1  1)  1]    Zwei  getrennte  Schnittpunkte. 
[(2 1)]       Berührung. 

Schließlich  haben  wir  noch: 

0   0   0 

[(111)].     Hier   ist   9>  =  0,   und  es  liegt  nur  noch  der  Kegel- 
schnitt tjj  vor. 

Endlich  wollen  wir  annehmen,  es  seien  nicht  Paare  qua- 
dratischer Formen  oder  Gleichungen  zu  klassifizieren,  sondern 
Scharen  von  solchen.  Wir  betrachten  etwa  das  Büschel  qua- 
dratischer Formen 

wo  die  Form  ip  nicht- singulär  sein'soU,  und  nehmen  an,  die 
zugehörigen  Elementarteiler  seien  die  durch  Formel  (1)  ge- 
gebenen. Dann  erhebt  sich  die  Frage,  ob  je  zwei  Formen 
der  Schar 

(Pt  =  (p  —  ^ip,     ti  =  q)  —  vrp,  (/*  +  v) 

von  denen  tp^  nicht-singulär  sein  soll,  dieselben  Elementar- 
teiler besitzen,  wie  ip  und  i/;.  Wenn  das  der  FaU  sein  sollte, 
so  würde  man  die  Elementarteiler  (1)  die  des  Büschels  nennen 
dürfen.  Wir  werden  sehen,  daß  es  nicht  der  FaU  ist;  man 
kann  nicht  von  Elementarteilern  einer  Schar  quadratischer 
Formen  reden.-^) 

1)  Wir  betrachten  hier  die  Schar  einfach  als  eine  unendliche  Menge 
von  quadratischen  Formen,  aller  nämlich,  die  aus  der  Formel  g?  —  Xip 
durch  Spezialisierung  des  Parameters  X  gewonnen  werden  können.  In 
diesem  Sinne  dürfen  wir  nicht  von  den  Elementarteilern  der  Schar  reden. 
Ziehen  wir  es  aber  vor,  wie  manche  Mathematiker  es  tun,  unter  einer 
Schar  quadratischer  Formen  das  Polynom  qp  —  Xip  in  den  n  -f- 1  Ver- 
änderlichen (a^i ,  . . .  ic„ ,  yl)  zu  verstehen ,  so  dürfen  wir  sehr  wohl  von 
ihren  Elementarteilern  sprechen,  worunter  wir  naturgemäß  die  Elementar- 
teiler ihrer  Matrix  verstehen  werden,  also  genau  das,  was  wir  als  Ele- 
mentarteiler des  Formenpaares  cp,  ip  bezeichnet  haben. 
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Dagegen  gibt  es  zwischen  den  Elementarteilern  zweier 
Formenpaare  der  Schar  eine  einfache  Beziehung.  Um  diese  zu 
ermittehi,  bestimmen  wir  die  Elementarteiler  des  Paares  ^i^t/^j. 
Ist  X  4=  1,  so  können  wir  schreiben 

(3)  g), -Ai^i  =  (l-2)[(jp-/l>], 

wo 

. , _  II— vX 
^   ~'l-X 
bedeutet. 

Jetzt  setzen  wir  wieder  voraus,  daß  X  —  a  ein  Linear- 
faktor der  Matrix  von  cp  —  Xtp  ist,  und  daß  (X  —  aji  die  höchste 
Potenz  von  X  —  cc  bedeutet,  die  gemeinsamer  Faktor  der  i-rei- 
higen  Determinanten  dieser  Matrix  ist.  Jede  ^-reihige  Deter- 
minante der  Matrix  von  (p  —  X'tjj  kann  für  A  =4=  1  in  der  Gestalt 
geschrieben  werden: 

WO  f  ein  Polynom  in  X'  bedeutet,  dessen  Grad  nicht  größer 
als  i  —  l.  ist.  Nach  (3)  läßt  sich  daher  die  entsprechende 
^-reihige  Determinante  der  Matrix  von  q)^  —  2^^  so  darstellen: 

WO  f^  ein  Polynom  in  X  bedeutet.     Daher  ist  das  Polynom 

\x  -  -^n 

L  cc  —  vj 

Faktor  aller  ^-reihigen  Determinanten  der  Matrix  von  cp^  —  A^^. 
Führt  man  dieselben  Betrachtungen  in  umgekehrter  Reihen- 
folge durch,  so  findet  man,  daß  keine  höhere  Potenz  von 

cc V 

Faktor  aller  dieser  f-reihigen  Determinanten  ist: 

Satz  2.     Hat  das  Paar  quadratischer  Formen  (p,  i^f  von 
denen  die  zweite  nicht-singulär  ist,  die  Elementarteiler 

(A  _  x,)'^,  {X  -  x,)s (X  -  X,)'k, 

und  sind  ^  und  v  irgend  zwei  voneinander  verschiedene  Kon- 
stantCf  von  denen  v  auch  noch  von  allen  Größen  A^,  Ag,  .  .  .  A^ 
verschieden  ist,  so  haben  die  beiden  Formen 
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von  denen   die  zweite  dann  nicht -singulär  ist,  die  Elementar- 
teiler 

{X  -  a;)s  (X  -  x^y^, (A  -  v>, 

WO 

V-,^  (i  =  l,2,...Ä) 

gesetzt  ist. 

Insbesondere  haben  die  beiden  Formenpaare  (p,  ip  und 
cp^,  ip^  die  gleiche  Charakteristik  [e^^y  e^,  .  .  .  ej  und  zwar  auch 
noch^  wenn  wir  durch  Klammern  andeuten,  welche  e  gleichen  X^ 
entsprechen.  Da  aber  die  A^  und  A/  nicht  zugleich  verschwinden, 
so  ist  dies  im  allgemeinen  nicht  mehr  der  Fall,  wenn  die 
kleinen  Nullen  eingeführt  werden.  WiU  man  also  die  Scharen 
qua^dratischer  Formen  klassifizieren,  so  kann  man  dazu  die 
Charakteristik  eines  beliebigen  Formenpaares  des  Büschels  be- 
nutzen, wenn  die  zweite  Form  nicht -singulär  ist;  die  Nullen 
in  den  Charakteristiken  sind  aber  bedeutungslos.  Natürlich 
erstreckt  sich  diese  Klassifikation  nicht  auf  „singulare"  Büschel, 
d.  i.  auf  solche,  deren  Formen  sämtlich  singulär  sind. 

Das  soeben  Gesagte  trifit  auch  für  Scharen  quadratischer 
Gleichungen  zu,  ohne  daß  wesentliche  Abänderungen  nötig 
sind.  Wir  woUen  deshalb  sofort  die  verschiedenen  Klassen 
nicht-singulärer  Kegelschnittbüschel  ^)  aufzählen.  Es  gibt  offen- 
bar nur  noch  sechs  Klassen: 

[1  1  1]       Alle  Kegelschnitte  gehen  durch  vier  getrennte  Punkte. 

[(11)  1]  Die  Kegelschnitte  haben  zwei  getrennte  Punkte  ge- 
mein, und  jeder  Kegelschnitt  des  Büschels  liegt  mit 
jedem  anderen  in  doppelter  Berührung. 

[(1  1 1)]     Alle  Kegelschnitte  fallen  zusammen.^) 

[2  1]  Drei    getrennte  Schnittpunkte;   in   einem    von   ihnen 

berühren  sich  alle  Kegelschnitte  gegenseitig. 

[(2  1)]  Alle  Kegelschnitte  befinden  sich  in  einem  Punkte  in 
Hyperoskulation. 

[3]  Zwei  Schnittpunkte:  im  einen  Oskulation  sämtlicher 

Kegelschnitte. 

1)  Wegen  der  entsprechenden  Klassifikation  der  Büschel  von  Flächen 
2,  Ordnung  verweisen  wir  auf  Bromwich:  Quadratic  Forma  and  their 
Classification  by  Means  of  Invariant  Factors,  Cambridge  (England),  p.  46. 

2)  Nach  gewöhnlichem  Sprachgebrauch  liegt  hier  überhaupt  kein 
Büschel  vor. 
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Übungen 

1.  Die  Natur  der  beiden  folgenden  Kegelschnittpaare  soll  mit  Hilfe 
der  Elementarteiler  bestimmt  werden. 

rSiCj'+TiCg'  -\-8x^x^  —  10x^x^-\-4:Xj^x^  =  0 

\ 2iCi *  -f  3a?2 ^  —  x^^  -\-  Ix^x^  —    6x^x^  -{-  6XiX^  =  0. 


(b) 

[2Xi^  -\-x^^  —    x^^  —  2XiX^—    2x^x^-\- 2x^x^  =  0. 

2.  Alle  Paare  binärer  quadratischer  Gleichungen,  bei  denen  die 
zweite  nicht  -  singulär  ist ,  sollen  klassifiziert  werden.  Geometrische 
Deutung ! 

106.  Schluß.  In  diesem  Schlußabschnitt  wollen  wir 
einige  der  wichtigsten  Fragen  berühren,  die  mit  der  Theorie 
der  Elementarteiler  zusammenhängen,  hier  aber  nicht  aus- 
führlich behandelt  werden  können,  da  sich  die  Darstellung  in 
gewissen  Grenzen  halten  mußte. 

Für  zwei  Paare  g?^,  xfj^  und  cp^^  ^g  hilinearer  oder  qua- 
dratischer Formen,  von  denen  ip^  und  1^2  nicht -singulär  sind, 
können  wir  bestimmen,  ob  sie  äquivalent  sind  oder  nicht.  Be- 
nutzen wir  statt  der  Elementarteiler  die  invarianten  Faktoren, 
so  verlangt  das  Verfahren  nur  die  Benutzung  rationaler  Pro- 
zesse (Addition,  Subtraktion,  Multiplikation  und  Division),  kann 
also  in  jedem  Falle  wirklich  durchgeführt  werden.  Wir  haben 
überdies  in  §  93  einige  durchaus  brauchbare  Wege  zur  Be- 
stimmung der  invarianten  Faktoren  einer  A-Matrix  angegeben, 
so  daß  das  Äquivalenzproblem  für  zwei  Paare  bilinearer  oder 
quadratischer  Formen  nicht  nur  theoretisch,  sondern  auch 
praktisch  als  gelöst  zu  gelten  hat. 

Aber  eine  andere  Frage  ist  noch  unerledigt;  es  handelt 
sich  nämlich  noch  darum,  wenn  zwei  Paare  bilinearer  oder 
quadratischer  Formen  als  äquivalent  erkannt  sind,  eine  lineare 
Transformation  anzugeben,  die  das  eine  Paar  in  das  andere 
überführt.  Theoretisch  ist  das  Problem  zwar  ebenfalls  bereits 
gelöst.  Denn  der  Beweis,  den  wir  dafür  gaben,  daß  zwei 
Formenpaare,  die  dieselben  Elementarteiler  besitzen,  ineinander 
durch  eine  lineare  Transformation  übergeführt  werden  können, 
bestand  einfach  darin,  daß  ein  Weg  gezeigt  wurde,  auf  dem  so 
eine  lineare  Transformation  immer  gefunden  werden  kann. 
Wenn   es   sich   um  bilineare  Formen  handelt,  so  kommt  man 

B 6 eher,  höhere  Algebra  22 
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auch  hier  mit  rationalen  Operationen  aus.  Sind  also  zwei 
äquivalente  Paare  bilinearer  Formen,  bei  denen  die  zweite 
Form  beidemale  nicht-singulär  ist,  gegeben,  so  sind  wir  in 
jedem  Falle  auch  praktisch  in  der  Lage,  eine  lineare  Trans- 
formation der  X  und  eine  ebensolche  der  y  wirklich  anzugeben, 
die  die  beiden  Paare  ineinander  überführen.  Allerdings  würde 
diese  Methode  wohl  noch  mancher  Umgestaltung  bedürfen, 
bevor  sie  sich  für  die  wirkliche  Berechnuni):  eijjnet. 

Wenn  es  sich  um  quadratische  Formen  handelt,  gestaltet 
sich  das  Problem  dadurch  schwieriger,  daß  die  Prozesse  nicht 
mehr  alle  rational  sind  (vgl.  Hilfssatz  in  §  101).  Das  liegt 
aber  nicht  an  der  von  uns  gewählten  Methode,  sondern  ist  in 
der  Sache  begründet,  wie  man  bereits  an  sehr  einfachen  Zahlen- 
beispielen sehen  kann.     Es  sei  etwa: 

9?^  =  2x^  -f  SrCg^,  gp2  =  ^Ix^  —  3:^2^, 

Die  beiden  Formenpaare  gj^,  ^^  und  (p^^  ^g  haben  beide 
die  Elementarteiler 

A-2,         A-3 

und  sind  daher  äquivalent.  Die  lineare  Transformation,  die 
eins  dieser  Paare  in  das  andere  überführt,  kann  aber  nicht 
reell  sein,  da  tp^  und  ^^  definit,  ^)^  und  i)^  indefinit  sind;  die 
Koeffizienten  der  gesuchten  Transformation  lassen  sich  also 
nicht  rational  durch  die  Koeffizienten  der  gegebenen  Formen 
darstellen. 

Hier  liegt  also  ein  Problem  vor:  Eine  brauchbare  Methode 
zu  finden,  die  lineare  Transformation  wirklich  anzugeben,  die 
ein  erstes  Paar  quadratischer  Formen  in  ein  zweites  äquivalentes 
überführt.  Sind  einmal  die  Elementarteiler  als  bekannt  vor- 
ausgesetzt, so  findet  man  bei  Bromwich  (vgl.  Fußnote  zu  S.  336) 
eine  derartige  Methode  ausführlich  auseinandergesetzt. 

Noch  in  einem  anderen  Punkte  ist  unsere  Behandlung  des 
Gegenstandes  unvollständig.  Wir  haben  stets  angenommen, 
daß  beim  Formenpaare  ^,  i\)  die  zweite  Form  i\)  nicht-singulär 
sein  sollte.  In  den  meisten  Fällen,  in  denen  eine  Anwendung 
der  Elementarteiler  in  Frage  kommt,  kommt  man  mit  dieser 
Annahme  auch  aus:   aber  trotzdem   ist  es  wünschenswert,   die 
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Bescliränkung  fallen  zu  lassen.  Das  läßt  sich  zum  größten 
Teil  erreichen^  wenn  man  nicht  wie  bisher  von  der  Schar 
(p  —  XxIj,  sondern  von  der  allgemeinen  Schar  ^ip  —  Xijj  ausgeht, 
wo  /i  und  X  veränderliche  Parameter  sind. 

Die  ganze  Theorie  der  Elementarteiler  läßt  sich  leicht  auf 
diesen  Fall  ausdehnen.  Die  Determinanten  der  Matrix  dieser  Schar 
sind  jetzt  binäre  Formen  in  {^i,  X)  und  die  Elementarteiler  sind 
jetzt  Potenzen  mit  ganzzahligen  Exponenten  linearer  binärer 
Formen.  Der  einzige  Fall,  der  auch  so  nicht  erledigt  werden 
kann,  ist  der,  wo  nicht  nur  (p  und  i/»,  sondern  überhaupt  alle 
Formen  der  Schar  singulär  sind.  Dieser  singulare  Fall,  den 
Weierstraß  von  seinen  Betrachtungen  ausdrücklich  ausge- 
schlossen hat,  erfordert  eine  besondere  Behandlung,  die  Kro- 
necker gegeben  hat.  Für  quadratische  Formen  vgl.  das  schon 
zitierte  Buch  von  Bromwich. 

Endlich  handelt  es  sich  darum,  die  Theorie  der  Elementar- 
teiler auf  den  Fall  anzuwenden,  wo  die  beiden  Formen  9?  und  i^ 
reell  sind  und  nur  reelle  lineare  Transformationen  zugelassen 
werden.  Für  bilineare  Formen  bietet  die  Frage  keine  ernst- 
lichen Schwierigkeiten  (vgl.  Übungen  zu  §§  97,  99).  Für 
quadratische  Formen  hat  man  es  wieder  mit  der  Unannehm- 
lichkeit zu  tun,  imaginäre  Größen  einführen  zu  müssen,  wie 
der  Beweis  des  Hilfssatzes  in  §  101  andeutet.  Aber  diese 
Schwierigkeit  ist  auch  hier  nicht  ein  Fehler  der  Methode, 
sondern  in  der  Natur  der  Sache  begründet.  Denn  bereits 
die  Sätze  selbst  bleiben  nicht  notwendig  richtig,  wie  man 
an  dem  Zahlenbeispiel  sieht,  welches  in  diesem  Abschnitt 
zu  anderem  Zwecke  angeführt  war;  da  handelte  es  sich  um 
Paare  reeller  quadratischer  Formen,  die  zwar  dieselben  Ele- 
mentarteiler besitzen,  aber  trotzdem  gegenüber  reellen  linearen 
Transformationen  nicht  äquivalent  sind. 

Mit  diesen  Andeutungen  über  diesen  wichtigen  Gegenstand 
müssen  wir  uns  begnügen  und  verweisen  wegen  eines  der 
fundamentalsten  Sätze  auf  das  Buch  von  Bromwich,  S.  69. 

Weiteren  Aufschluß  über  die  Theorie  und  die  verschiedensten 
Anwendungen  der  Elementarteiler  findet  man  in  Muth,  Theorie 
und  Anwendung   der  Elementarteiler.     Leipzig,  Teubner  1899. 


22- 


340  Nachtrag 


Nachtrag  zu  Seite  168 

Die  dort  in  der  Anmerkung  erwähnte  Schwierigkeit  ist 
überwunden  worden  von  R.  Lipschitz  (Untersuchungen  über 
die  Summen  von  Quadraten,  Bonn  1886),  durch  eine  Methode, 
die  bis  jetzt  freilich  noch  nicht  ganz  elementar  dargestellt 
worden  ist.  Ein  Referat,  das  zugleich  eine  Verbesserung  des 
Lipschitz'schen  Verfahrens  enthält,  findet  man  bei  Cartan 
(Encyclopedie  des  sciences  mathematiques,  v.  I.  p.  463 — 464), 
wo  auch  noch  weitere  Literatur  angegeben  ist.  Im  Falle  n  =  3 
leisten  schon  die  bekannten  Formeln  Eulers  alles  Wünschens- 
werte, und  für  diese  gibt  es  mehrere  elementare  Herleitungen 
(Darboux,  Theorie  des  surfaces,  IV  —  Paris  1896,  Note  5, 
p.  433.  Klein  und  Sommerfeld,  Über  die  Theorie  des 
Kreisels,  Leipzig  1897,  I,  §  2,  §  3.  Study,  Hauptsätze  der 
Quaternionentheorie ,  Mitt.  des  naturw.  Vereins  für  Neuvor- 
pommern und  Rügen,   1899). 
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Book  280. 
Bouquet  180, 
Briot  180. 

Bromwich  336.  338.  339. 
Büschel  von  Kegelschnitten  178. 

von  bilinearen  Formen  301. 

von  quadratischenFormen  180,334. 

singulare  339. 
Burckhardt  66. 

Cayley  168.  280,  319. 

Cartan  340.  [Form  162. 

Charakteristik   einer  quadratischen 
einer  Kollineation  316.  [309, 

eines  Paares  bilinearer  Formen 
eines  Paares  quadratischer  Formen 
einer  A-Matrix  309.  [329. 

Charakteristische  Funktion  304, 
Gleichung  304. 
Matrix  304. 

Clebsch  100. 

Gramer  sehe  Regel  47, 

Darboux  340. 

Definite  quadratische  Formen  162. 

Deformation,  lineare  (homogene)  76. 
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Determinante  22 — 36. 

einer  bilinearen  Form  123. 

einer  Matrix  23. 

einer  Transformation  72. 

Adjungierte  33. 

Entwicklung  von  Laplace  26. 

Hauptminor  26. 

Minoren  24. 

Produkt  zweier  D.en  29. 

Rang  24. 

geränderte  31. 

orthogonale  167. 

schiefe  64. 

symmetrische  60.  [217. 

Dialy tische  Methode   von  Sylvester 
Differenz  zweier  Matrices  67. 
Diskriminante  einer  binären  Form 
255.  278. 

einer     binären     biquadratischen 
Form  280. 

einer    binären    kubischen    Form 
257.  267.  270. 

einer  quadratischen  Form  139. 

einer  Fläche  2.  Ordnung  128. 

eines    Polynoms    in    einer    Ver- 
änderlichen 269. 
Distributionsgesetz  für  Matrices  69. 
Division  der  Polynome  196. 

der  Matrices  81. 

der  Z-Matrices  299. 
Doppelpunkte  einer  Fläche  2.  Ord- 
nung 130. 

einer  quadratischen  Form  140. 
Doppelverhältnis  von  vier  Punkten 
einer  Geraden  111. 

von  vier  Ebenen  eines  Büschels  115. 
Dreieck^  Polardreieck  179. 
Dyade,  dyadisches  Polynom  85. 
Dyadik  85. 

Ebene ^  Gaußsche  10. 

konjugierte  E.n  172. 
Ebene,   lineare   Abhängigkeit    von 

Polarebene  131.  [E.n  46. 

unendlich  ferne  14. 

unendlich  ferne  Gerade  der  E.  14. 
Ebenenkoordinaten  115. 

Gleichung  in  E.kn  170. 
Eigenschaften,  projektive  95. 

geometrische  243. 

eines  Polynoms  244. 
Eigentlich  unimodulare  Matrices  90. 


Einfach  isomorphe  Gruppen  90. 
Einfache  Elementarteiler  291. 
Einheitselement  einer  Gruppe  88. 
Einheitsmatrix  80. 
Element  einer  Menge  87. 

eines  mathematischen  Systems  87. 

einer  Gruppe  88. 

Einheitse.  88, 

Periode  eines  JK.es  einer  Gruppe  94. 
Elementare  symmetrische  Funk- 
tionen 261.  272. 
Elementare  Umformung  einer  Matrix 

einer  ;i-Matrix  282.  [59. 

reelle  300. 
Elementarteiler,    einfache    und  zu- 
sammengesetzte 291. 

Berechnung  der  293—294. 

einer  KoUineation  308.  [306. 

eines  Paares    bilinearer  Formen 

eines  Paares  quadratischer  For- 
men 327. 
Elimination,  Methode  von  Sylvester 

Methode  von  Bezout  256.     [217. 
Entwicklung  nach  Laplace  26. 
Erweiterte  Matrix  48. 
Erzeugende  130. 

Euklidischer  Algorithmus  für  ganze 
Zahlen  204. 

für  Polynome  in  einer  Veränder- 
lichen 208. 

für  Polynome  in  zwei  Veränder- 
lichen 223. 
Euler,    340;    Satz   über    homogene 
Funktionen  254. 

Faktoren  eines  Polynoms  190. 

einer  Invariante  235. 

invariante  F.  einer  Z-Matrix  290. 
Faktoren,  lineare,  einer  1-Matrix  292. 

lineare  F.  von  Polynomen  in  einer 
Veränderlichen  203. 
Fiedler  333. 

Fixpunkte  einer  KoUineation  307. 
Flächen  2.  Ordnung  128—137. 

Diskriminante  128. 

Doppelpunkte  130. 

Erzeugende  130. 

Klassifikation  133.  161.  189. 

konjugierte  Ebenen  172. 

konjugierte  Punkte  131. 

Matrix  128. 
128. 
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Flächen  2.  Ordnung,  Sekante  129. 

Singulare  128. 

Scheitel  130. 

Tangente  129. 

Tangentialebene  130. 
Formen  5. 

bilineare  123—127. 

binäre  5. 

biquadratische  280. 

kubische  5.  257.  267.  270. 

lineare  5. 

Polarform  138. 

quadratische  138—189. 

quaternäre  5. 

reduzible  147. 

reelle  quadratische  156—167. 

ternäre  5.  276. 
Formenscharen  180.  331. 
Frohenius  158.  282.  291. 
Fundamentalsatz  der  Algebra  18. 
Fundamentale  Lösungssysteme    ho- 
mogener linearerGleichungen54. 
Funktion^  binäre  symmetrische  274. 

charakteristische  304. 

elementare  symmetrische  261. 272. 

ternäre  symmetrische  276. 

Ganze    rationale   Invarianten    und 
Kovarianten  106.  235—256. 
Invarianten    einer  quadratischen 
Form  149. 
Gauß^chQ  Ebene  10. 
Gebrochene  Matrices  92. 
Gemeinsame  Teiler  von  Polynomen 
in  einerVeränderlichen203— 220. 
Wurzeln  von  Gleichungen  215. 
Gemischte  Konkomitanten  118. 
Geometrische  Eigenschaften  243. 
Geometrische    Örter,    lineare    Ab- 
hängigkeit 45. 
Gerade^  projektive  Transformation 
der  G.n  76. 
unendlich  ferne  G.  der  Ebene  14. 
Geränderte  Determinanten  31. 
Gesamtgrad  eines  Polynoms  4. 
Gewicht  einer  relativen  Invariante 
104. 
einer  relativen  Kovarianie  105. 
einer  Kontra  Variante  117. 
eines  Polynoms  239. 
eines  symmetrischen  Polynoms 
Gihhs  85.  [264. 


Gleichung^  charakteristische  304. 

homogene  lineare  50 — 57. 

kanonische  G.en  der  Flächen 
2.  Ordnung  189. 

lineare  47 — 57. 

quadratische  162. 

unverträgliche  G.en  48. 

in  Ebenenkoordinaten  170. 

in  Linienkoordinaten  172. 

Wurzeln  19. 

gemeinsame  Wurzeln  215. 

mehrfache  Wurzeln  19. 

unendlich  große  Wurzeln  218. 
Glieder  eines  Polynoms  1.  4. 
Grad  eines  Polynoms  1.  4. 

Gesamtgrad  4. 

einer  ^.-Matrix  299. 

des  Produktes  zweier  Polynome  6, 

eines    symmetrischen    Polynoms 
Größe  65.  [264. 

allgemeine  komplexe  65. 

skalare  67. 
Größter  gemeinsamer  Teiler 

ganzer  Zahlen  204. 

von    Polynomen    in    einer    Ver- 
änderlichen 207. 

von  Polynomen  in  zwei  Veränder- 
lichen 225. 

der  «-reihigen  Determinanten  einer 

Z-Matrix  283.  288. 
Grundformen  104. 
Gruppen^    Abelsche    (kommutative) 

affine  92.  [89. 

Einheitselement  88. 

holoedrisch-isomorphe  90. 

meroedrisch-isomorphe  92. 

Ordnung  93. 

Untergruppe  89. 

Vierergruppe  94. 

zyklische  94. 
Gruppeneigenschaft  88. 

Hamilton  319. 
Harmonische  Teilung  112. 
Hauptminoren  26. 
Holoedrisch-isomorphe  Gruppen  90. 
Homogene  Deformationen  76. 

Invarianten  247. 

Koordinaten  12. 

lineare  Gleichungen  60 — 57. 

Polynome  5. 
Homogenität,,  Prinzip  der  243. 
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Identische  Transformation  73. 
Identisches  Verschwinden  von  Poly- 
nomen 2,  5. 

einer  Kovariante  252. 
Identitäten  zwischen  Polynomen  2.5. 
Indefinite  quadratische  Formen  162. 
Inhomogene  Koordinaten  10. 

Polynome  6. 

Polynome,  die  einem  homogenen 
Polynom  korrespondieren  194. 
Invarianten  95—122.  235—256. 

einer  quadratischen  Form  149. 

eines  Paares  quadratischer  For- 
men 180. 

einer  binären  Form  253. 

einer  binären  biquadratischen 
Form  280. 

absolute  96. 

algebraische  95. 

arithmetische  98. 

ganze  rationale  106.  235—256. 

geometrische  95. 

homogene  247. 

irrationale  182.  279.  291. 

rationale  104. 

relative  104.  237—239. 

Gewicht  104. 

Vollständiges  J.system  100.  150. 
Invariante  Faktoren  einer  X-Matrix 

einer  Kollineation  308.  [290. 

Invariante  Faktoren    eines   Paares 
bilinearer  Formen  306. 

eines  Paares  quadratischer  For- 
men 327. 
Invarianz  der  Faktoren    einer  In- 
variante 235. 
Inverse  Transformation  72. 

einer  Matrix  81. 

einer  quadratischen  Form  175, 

Elemente  einer  Gruppe  88. 
Jrm«^ona^e  Invarianten  182. 279. 291. 
Irreduzibilität   der  Determinante 
Isobare  Polynome  239.  [192. 

symmetrische  Funktionen  264. 
Isomorphe  Gruppen  90 — 92. 

ffakobi  156. 

KanonischeGleichungen  vonFlächen 

2.  Ordnung  189. 
Kategorien  von  KoUineationen  316. 
von  Paaren  bilinearer  Formen  310. 


Kategorien    von    Paaren   quadrati- 
scher Formen  329. 
Kegel  130. 
Kegelschnitte  178. 

singulare  178. 
Kegelschnittbüschel  178. 
Klassen  von  quadratischen  Formen 
Klein  93.  340.  [161. 

Koeffizienten  eines  Polynoms   1.  4. 
Kogrediente  Veränderliche  97. 
KoUineationen  74. 

Äquivalenz  308, 

Charakteristik  316. 

Fixpunkte  307. 

Klassifikation  315—318. 
Kombinante  124. 

Kombination  der  Matrices   65 — 71. 
Kommutationsgesetz,  nicht  für  Ma- 
trices gültig  69. 
Kommutative  Gruppen  89. 
Komplement  einer  Minor  25. 

algebraisches  25. 
Komplementäre  Minoren  25. 
Komplex,  Tc.er  Punkt  10. 

allgemeine  k.e  Größe  65. 

gewöhnliche  k.e  Zahlen  66. 
Komponenten    einer    komplexen 

Größe  66. 
Konjugierte    eines    Produktes    von 
Matrices  70. 

Ebenen  172.     . 

Matrices  23. 

Punkte  131. 
Konkomitante  118. 
Konstantensysteme,    lineare    Ab- 
hängigkeit 38. 

proportionale  37. 
Kontragrediente  Veränderliche  117. 
I   Kontravariante  117. 
Koordinaten,  Ebenen-  115. 

homogene  12. 

Punkt-  12. 

Linien-   (Achsen,  Strahlen-)    118. 
Korrelation  126.  [121. 

Korrespondierende  Polynome  194. 
Kovariante,  absolute  98. 

identisches  Verschwinden  252, 

ganze  rationale  106. 
j       relative  105. 

i    Kreise,  lineare  Abhängigkeit  45 — 46. 
i   Kronecker  150.  180.  282. 
i       Reduktion  von  150 — 155. 
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Kubische  Formen  5. 

binäre  Formen  257.  267.  270. 

k-Gleichung    zweier    Kegelschnitte 
179. 

zweier  quadratischer  Formen  180. 
X-Matrix,  Äquivalenz  der  283.  296. 

Charakteristik  309. 

elementare  Umformung  282. 

Grad  299. 

invariante  Faktoren  290. 

Multiplikation  und  Division  299. 

Normalform  287. 

Rang  282. 

reelle  300. 

singulare  282. 
Lagrange,  Reduktion  von  142 — 145. 
Laplace,  Entwicklung  von  26. 
Law  of  NulUty  84. 
Lie  93. 
Lineare  Deformationen  76. 

Formen  5. 

Gleichungen  47 — 57. 

Transformationen  71 — 74. 
Lineare  Abhängigkeit  37 — 46.  L.  A. 

Ebenen  46.  [von 

Lineare  Abhängigheit  von 

geometrischen  örtern  45. 

Konstantensystemen  38. 

Kreisen  45 — 46. 

Polynomen  38.  41. 

Punkten  42—44. 

Vektoren  45. 
Lineare  Faktoren  von 

binären  Formen  204. 

Z-Matrices  292. 

Polynomen    in    einer    Veränder- 
lichen 203. 
Linienkoordinaten  118.  121. 

Gleichung  in  Lk.  172. 
Lipschitz  340. 

Lösungssysteme  ^   fundamentale  ho- 
mogener linearer  Gleichungen 
[54. 
Mathematische  Systeme  87. 
Matrices  22. 

Adjungierte  83. 

ähnliche  305, 

äquivalente  59. 

charakteristische  304. 

Determinante  23. 

Differenz  zweier  67. 


Matrices,  Division  81. 

Einheitsmatrix  80. 

elementare  Umformung  59. 

erweiterte  48. 

gebrochene  92. 

inverse  81. 

Kombination  der  65 — 71. 

konjugierte  23. 

Multiplikation  67.  68. 

orthogonale  167.  325. 

Potenzen  81. 

Produkt  68. 

quadratische  22. 

Rang  24.  58—64.  83. 

reelle  300. 

schiefe  64. 

singulare  70. 

skalare  82. 

Summe  67. 

symmetrische  60.  323—326. 

transponierte  23. 

unimodulare  90. 
Matrix  als  komplexe  Größe  65. 

einer  bilinearen  Form  123. 

einer  Determinante  23. 

einer  Fläche  2.  Ordnung  128. 

einer  quadratischen  Form  139. 

eines  Systems  linearerGleichungen 
48. 

einer  linearen  Transformation  72. 

Matrixpaare  301. 
Mehrfach-isomorphe  Gruppen  92. 
Mehrfache  Wurzeln  einer  Gleichung 
Menge  86.  [19. 

Meroedrisch-isomorphe  Gruppen  92> 
Metrische  Klassifikation  der  Flächen 

2.  Ordnung  189. 
Minoren  einer  Determinante  24. 

entsprechende  33. 

Hauptminoren  26. 

der   adjungierten  Determinante 
Moore  92.  [33. 

Multiplikation  der  Determinanten 

der  Matrices  67.  68.  [29. 

der  ;i-Matrice8  299. 
Multiplizität    der    Wurzeln     einer 
Gleichung  19. 

von  Kurvenästen  229. 

von  Flächenzügen  232. 

der  Wurzeln   einer  X- Gleichung 

als    arithmetische   Invarianten 

Muth  339.  [182. 
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Natürlicher  Bereich  191. 

Netto  24. 

JVeiütowsche  Formeln  262. 

Nicht-homogene  lineare  Grleichungen 

47—50. 
Niewenglowski  180. 
Normalform  eines  Polynoms  in  einer 
Veränderlichen  1. 

einer  yL-Matrix  287, 

eines  Paares  bilinearer  Formen 
311. 

ein  Paares  quadratischer  Formen 
183—189. 

einer  quadratischen  Form  145. 

einer  Fläche  2.  Ordnung  134. 

bilinearer  Formen  125. 

binärer  biquadratischer  Formen 
281. 

binärer  kubischer  Formen  257. 

reeller  quadratischer  Formen  160. 
Null,  Teiler  der  71. 
Nullity,  Law  of  84. 
Nullstellen  eines  Polynoms  19. 
Nullsy Stern  127. 
Nullteilige  Flächen  2.  Ordnung  189. 

Ordnung  einer  Gruppe  93. 
Orthogonale  Determinante  167. 

Matrix  167.  325. 

Transformation  167.  189. 

Pascal  24.  168. 

Periode  eines  Elements  einer  Gruppe 

Plücker  121.  [94. 

Pol  134. 

PoZar  dreieck  179. 

-ebene  131. 

-form  138. 

-tetraeder  136. 
Polarität  127. 
Polynome  1—21. 

Diskriminante  269. 

Division  196. 

dyadische  85. 

Faktoren  190. 

Gesamtgrad  4. 

Gewicht  239. 

Glieder  1.  4. 

Grad  1.  4. 

homogene  5. 

identisch  gleiche  2.  5. 

identisch  verschwindende  2.  5. 


Polynome,  isobar  239. 

Koeffizienten  1.  4. 

Korrespondierende  194. 

lineare  Abhängigkeit  38.  41. 

in  einer  Matrix  319. 

Normalform  1. 
1       Nullstellen  19. 
I       ohne  Grad  3.  4. 
I       Produkt  zweier  6. 
I       proportionale  192. 
1       reduzible  190. 
I       reelle  20. 

j       relativ  prim  zueinander  192. 
i       Resultante  211.  267. 
i       Stetigkeit  15. 

symmetrische  258.  271. 


Teiler  190. 
Potenzen  einer  Matrix  81. 


I 
j 
j    Prim,  relativ  prim  192. 

I   Produkt,  Grad  des  P.es  zweier  Poly- 

j  nome  6. 

!       zweier  Determinanten  29. 

I       zweier  Matrices  68. 

I       einer  Matrix  mit   einer  skalaren 

!  Größe  67. 

Projektive  Eigenschaft  95. 

Transformation  75. 

Transformation  einer  Geraden  76. 

Proportionale  Konstantensysteme 

Polynome  192.  [37. 

Pseudotangenten  130. 

Paeudotangentialehenen  130. 

Punkt  8. 

im   Räume    von    n  Dimensionen 

10.  15. 

reeller,  komplexer  10. 

unendlich  ferner  13. 

Gleichung  116. 

Koordinaten  12. 

konjugierte  P.e  131. 

lineare  Abhängigkeit  42 — 44. 

Umgebung  9. 

Quadratische  Matrices  22. 
Quadratische  Gleichungen  162. 
Quadratische  Formen  5.    128—189. 

adjungierte  173. 

Äquivalenz  145. 

Charakteristik  162. 

definite  162. 

Diskriminante  139. 

Doppelpunkte  140. 
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Quadratische  Formen  indefinite  162. 

Invarianten,  ganze  rationale  149. 

inverse  175. 

Klassifikation  159. 

Matrix  139. 

Normalformen  145.  160. 

Paare  von  178—189. 

Polarform  138. 

Rang  139. 

Reduktion  142—147.  150—155. 

Reduzibilität  147. 

reelle  156—167. 

regelmäßig  angeordnete  159. 

reziproke  175. 

Scheitel  140. 

semidefinite  162. 

Signatur  158. 
Quadratische   Formen ,    singulare 
Quaternäre  Formen  5.  [139. 

Mündern  31. 

Bang  der  Adjungierten  einer  qua- 
dratischen Form  176. 

einer  bilinearen  Form  123. 

einer  Determinante  24. 

einer  Fläche  2.  Ordnung  128. 

einer  ^-Matrix  282. 

einer  Matrix  24.  58—64. 

des  Produktes  zweier  Matrices  83. 

einer  quadratischen  Form  139. 

eines  Systems  linearer  homogener 
Gleichungen  51. 

eines    Systems    von    Punkten 
(linearen  Formen)  101. 
Bationale  Abhängigkeit  263. 

Invarianten  und  Kovarianten  106. 
235—256. 

einer  A-Matrix  291. 
Bationalitätsbereich  191. 
Beduktion  von  Kronecker  150 — 155. 

von  Lagrange  142 — 145. 

gleichzeitige  zweier  quadratischer 
Formen  183—189. 
BeduzibiUtät   bilinearer    Formen 

binärer  Formen  204.  [125. 

in  einem  Bereich  191. 

von  Determinanten  194. 

von  Polynomen  190. 

quadratischer  Formen  147. 
Beeile  elementare  Umformung  300. 

;i-Matrix  300. 

Matrix  300. 


Beeile  orthogonale  Transformation 
Polynome  20.  [189. 

Punkte  10. 

quadratische  Formen  156 — 167. 
Umgebung  eines  reellen  Punktes 
Beeller  Bereich  191.  [10. 

Begelmäßig    angeordnete    Determi- 
nante (Matrix)  63. 
quadratische  Form  159. 
Belative  Invarianten  104.  237—239. 

Kovarianten  105. 
Belativ-jprim  192. 
Besultante  binärer  Formen  219.  253. 

276. 
Besultante   eines    Systems   linearer 
Formen  103. 
zweier  Polynome    in   einer  Ver- 
änderlichen 211.  267. 
i?est*Zi«ere^f?elineareTransformation 

73. 
Beziproke  quadratische  Form    175. 
Bichtung^  unendlich   ferne  Punkte 
einer  13. 

S-FunJctionen  258.  271. 

S -Funktionen  258.  271. 

Salmon  333. 

Scharen  bilinearer  Formen  305. 

quadratischer  Formen   180.    133. 

quadratischer  Gleichungen  331. 
Scheffers  93. 

Scheitel  von  Flächen  2.  Ordnung 
130. 

von  quadratischen  Formen  140. 
Schiefe  bilineare  Gleichung  127. 

Determinante  64. 

Matrix  64. 
Sekante  129. 

Semidefinite  quadratische  Formen 
Sgn  159.  [162. 

Signatur  einer  reellen  quadratischen 

Form  158. 
Singulare  bilineare  Formen  124. 

Büschel  339. 

Flächen  2.  Ordnung  128. 

Kegelschnitte  178. 

lineare  Transformationen  72. 

Z-Maitrces  282. 

Matrices  70. 

quadratische  Formen  139. 
Skalare  Größen  67. 

Matrices  82. 
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Smith,  H.  J.  S.  282. 
Sommerfeld  340. 
Stetigkeit  der  Polynome  16. 
Strahlenkoordinaten  121. 
Study  340. 
Subresultanten  213. 
Summe  ziveier  Matrices  67. 
Sylvester  84.  156.  217.  282. 
Symbolisches  Produkt   zweier   bili- 
nearer Formen  124. 
Symmetrische   bilineare    Formen 
125. 

binäre  Formen  274. 

Determinante  60. 

Matrix  60.  323—326. 
Symmetrische  Polynome  258.  271. 

temäre  Funktionen  276. 

elementare    s.    Punktionen    261. 
272. 
System  linearer  Formen  108. 

mathematisches  87. 

vollständiges  Invariantensystem 
100.  150. 

Tangentialebenen  130. 

Tangenten  130, 

Teiler  binärer  Formen  204. 

der  Null  71.  . 

eines  Polynoms  190. 

Elementarteiler  292. 

gemeinsame  203 — 234. 

größter  gemeinsamer  204. 207. 225. 
Teilung  harmonische  112. 
Temäre  Formen  5. 

symmetrische  Funktionen  276. 
Tetraeder,  Polare.  136. 
Trägheits  index  158. 

-gesetz  156. 
Transformation  affine  76. 

Determinante  72. 

identische  73. 

inverse  72. 

lineare  71—74. 

Matrix  72. 

orthogonale  167.  189. 

projektive  75.  76. 


Transformation  resultierende  73. 

singulare  72. 
Transponierte  Matrix  23. 

Umformung,  elementare 

einer  ;i-Matrix  282. 

einer  Matrix  59. 

reelle  300. 
Umgebung  eines  Punktes  9.  10. 
Unendlich  ferne  Gerade  14. 

Ebene  14. 

Punkte  13. 
Unendlich  große  Wurzeln  218. 
ünimodulare  Matrices  90. 
Unterdeterminante  24. 
Untergruppe  89. 

Unverträgliche  lineare  Gleichungen 
48. 

Vektoren,   lineare   Abhängigkeit 

44—45. 
Veränderliche,  kogrediente  97. 

kontragrediente  117. 
Vierergruppe  94. 
Vollständiges  Invariantensystem 

100.  150. 

Wahre  Tangenten  und  Tangential- 
ebenen 130. 
Weber  20.  93. 
Webster  76. 

Weierstraß  180.  282.  291.  339. 
Wilson  85. 
Wurzeln  einer  Gleichung  19. 

gemeinsame  215. 

mehrfache  19. 

unendlich  große  218. 

der  ^-Gleichung  als  absolute  ir- 
rationale Invarianten  182. 

Zusammengesetzte  Elementarteiler 

291. 
Zusammensetzung   von    linearen 

Transformationen  73. 
Zwischenformen  118. 
Zyklische  Gruppen  94. 


Verlag  von  B.  G.  Teubner  in  Leipzig  und  Berlin. 

Baclunann,  P.,  Zahlentheorie.  Versuch  einer  Gesaratdarstellung 
dieser  Wissenschaft  in  ihren  Hauptteilen.  In  6  Teilen.  I.  Teil: 
Die  Elemente  der  Zahlentheorie.  [XII  u.  264  S.]  gr.  8.  1892. 
Geh.  n.  JC  ^.  40,  geb.  n.  Ji  1 .  20. 

IL  Teil:  Die  analytische  Zahlentheorie.    [XVIII  u.  494  S.] 


gr.  8.     1894.     Geh.  n.  Jt  12.—,  geb.  n.  Ji  13  — 

— —  IIL  Teil:    Die  Lehre  von  der  Ejreisteilung  und    ihre  Be- 


ziehungen zur  Zahlentheorie,  Mit  Holzschnitten  im  Text  und  1 
lithographischen  Tafel.  [XH  u.  300  S.]  gr.  8.  1872.  Geh. 
n.  Ji  7. — ,  geb.  n.  JC  8. — 

IV.  Teil:  Die  Arithmetik  der  quadratischen  Formen.  I.  Abt. 


[XVI u.  668  S.]  gr.  8.  1898.  Geh.n.  «/^  18.  — ,  geb.  n.  c^  19  .— 
V.  Teil:  Allgemeine  Arithmetik  der  Zahlenkörper.     [XXII 


u.  548  S.]    gr.  8.    1905.    Geh.  n.  JC  16.—,  geb.  n.  Ji  17  — 
Vorlesungen  über  die  Natur  der  Irrationalzahlen. 


[X  u.  151  S.]     gr.  8.     1892.     Geh.  n.  JC  4.. 

-  niedere  Zahlentheorie.   2  Teile.  L  Teil   [X  u.  402  S.] 


gr.  8.     1902.     Geh.  n.  JC   13.  —  ,    geb.  n.  JC   14.—     [IL  Teil 
erscheint  im  Oktober  1909.] 

Bauer,  G.,  Vorlesungen  über  Algebra.  Mit  dem  Porträt  G.  Bauers 
und  11  Textfiguren.  [VI  u.  376  S.]  gr.  8.  1903.  Geh.  n. 
JC  12.—,  geb.  n.  JC  13.— 

Bruno,  F.  Faä  dl,  Einleitung  in  die  Theorie  der  binären 
Formen.  Mit  Unterstützung  von  M.  Noether  deutsch  bearbeitet 
von  Th.  Walter.  [VII  u.  379  S.  u.  4  tabellarische  Beilagen.] 
gr.  8.     1881.     Geh.  n.  JC  10.80. 

Bucherer  A.  H.,  Elemente  der  Vektoranalysis.  Mit  Beispielen 
aus  der  theoretischen  Physik.  2.  Aufl.  [VIII  u.  103  S.]  gr.  8. 
1905.     Geb.  n.  JC  2.40. 

Cantor,  M.,  politische  Arithmetik  oder  die  Arithmetik  des 
täglichen  Lebens.  2.  Aufl.  [X  u.  155  S.]  gr.  8.  1903. 
Geb.  n.  JC  1. 80. 

Dickson,  L.  E.,  Linear  Groups  with  an  Exposition  of  the 
Galois  Field  Theory.  [X  u.  312  S.]  gr.  8.  1901.  Geb. 
n.  Ji  12.— 

Engel,  F.,  Einführung  in  die  Theorie  der  Transformations- 
gruppen.     [In  Vorbereitung.] 


Verlag  von  B.  G.  Teubner  in  Leipzig  und  Berlin. 

Föppl,  A.,  die  Geometrie  der  Wirbelfelder.  In  Anlehnung  an 
das  Buch  des  Verfassers  über  die  Maxwellsche  Theorie  der  Elek- 
trizität und  zu  dessen  Ergänzung.  [X  u.  108  S.]  gr.  8.  1897. 
Geh.  Tl.  Jt  Z.  60,  geb.  n.  J^  4 .  40. 

Pricke,  B,.,  und  F.  Klein,  Vorlesungen  über  die  Theorie  der 
automorphen  Funktionen.  In  2  Bänden.  I.  Band:  Die 
gruppentheoretischen  Grundlagen.  Mit  192  Textfiguren.  [XIV 
u.  634  S.]     gr.  8.     1897.     Geh.  n.  ./^  22.— 

—  II.  Band:  Die  funktionentheoretischen  Ausführungen  und 

die  Anwendungen.  1.  Hälfte:  Engere  Theorie  der  automorphen 
Funktionen.  Mit  34  Textfiguren.  [232  S.]  gr.  8.  1901.  Geh. 
n.  c^  10.  —     [2.  Hälfte  in  Vorbereitung.] 

Fueter,  R.,  die  komplexe  Multiplikation,  gr.  8.  Geb.  [In 
Vorbereitung.] 

Gans,  B,.,  Einführung  in  die  Vektoranalysis.  Mit  Anwendungen 
auf  die  mathematische  Physik.  2.  Auflage.  Mit  35  Figuren  im 
Text.     [X  u.  126  S.]     8.     1909.     Geb.  n.  Jt  3.60. 

Gordan,  P.,  Vorlesungen  über  Invariantentheorie,  herausg. 
von  G.  Kerschensteiner.  I.  Band:  Determinanten.  [XI  u. 
201  S.]     gr.  8.     1885.     Geh.  n.  ./^  6 .  40. 

IL  Band:  Binäre  Formen.    [XII  u.  360  S.]    gr.  8.    1887. 

Geh.  n.  Jt  11.60. 

Graefe,  Fr.,  Vorlesungen  über  die  Theorie  der  Quaternionen 
mit  Anwendung  auf  die  allgemeine  Theorie  der  Flächen 
und  der  Linien  doppelter  Krümmung.  Mit  Textfiguren. 
[IV  u.  164  S.]     gr.  8.     1883.     Geh.  n.  c^  3 .  60. 

Graßmann,  H.,  projektive  Geometrie  der  Ebene.  Unter  Be- 
nutzung der  Punktrechnung  dargestellt.  In  2  Bänden.  I.  Band: 
Binäres.  Mit  126  Figuren  im  Text.  [XII  u.  360  S.]  gr.  8. 
1909.    Geh.  n.  Jt  12.—,  geb.  n.  Jt  13.—  [IL  Band  u.  d.  Pr.] 

Hensel,  K.,  Theorie  der  algebraischen  Zahlen.  In  2  Bänden. 
L  Band.  [XI  u.  349  S.]  gr.  8.  1908.  Geb.  n.  Jt  14.— 
[IL  Band  unter  der  Presse.] 

Jahnke,  E.,  Vorlesungen  über  die  Vektorenrechnung.  Mit 
Anwendungen  auf  Geometrie,  Mechanik  und  mathematische  Physik. 
Mit  32  Textfiguren.  [XII  u.  236  S.]  gr.  8.  1905.  Geb.  n. 
.^5.60. 

V.  Ignatowsky,  W.,  die  Vektoranalysis  und  ihre  Anwendung 
in  der  theoretischen  Physik.  2  Teile.  Teil  I,  die  Vektor- 
analysis. Mit  27  Textfiguren.  [VLH  u.  112  S.]  8.  1909. 
Steif  geh.  n.  c/^  2 .  60,  geb.  ii.JLZ.  —   [IL  Band  unter  der  Presse.] 


Verlag  von  B.  G.  Tenbner  in  Leipzig  und  Berlin. 

Klein,  F.,  Vorlesungen  über  das  Ikosaeder  und  die  Auf- 
lösung der  Gleichungen  vom  fünften  Grade.  Mit  1  litho- 
graphierten Tafel.  [VIII  u.  260  S.]  gr.  8.  1884.  Geh.  n. 
Ji  8.— 

autographierte  Vorlesungshefte.     4.     Geh. 
Ausgewählte  Kapitel  der  Zahlentheorie. 

Heft  1.     [391  S.]     (W.-S.  1895/96)  |  2.  unveränderter  Abdruck  1907. 
Heft  2.     [354  S.]     (S.-S.     1896)       (zusammen  n.  o%  14.50. 

König,  J.,  Einleitung  in  die  allgemeine  Theorie  der  alge- 
braischen Größen.  [X  u.  564  S.]  gr.  8.  1903.  Geh.  n. 
Jt  18.—,  geb.  n.  Ji  20.— 

Kroneeker,  L.,  Vorlesungen  über  die  Theorie  der  Determi- 
nanten. Bearb.  und  fortgeführt  von  K.  Hensel.  1.  bis  21.  Vor- 
lesung. Mit  11  Textfiguren.  [XII  u.  390  S.]  gr.  8.  1903. 
Geh.  n.  Jt  20.—,  geb.  n.  Ji  21.— 

Vorlesungen  über  die  Theorie  der  algebraischen 

Gleichungen,  herausg.  von  K.  Hensel.     In  2  Teilen,     gr.  8. 
Geh.      [In  Vorbereitung.] 

Vorlesungen   über   Zahlentheorie,    herausg.  von   K. 

Hensel.     In  2   Bänden.     Mit  Textfiguren.     I.  Band.     [XVI  u. 
509  S.]     gr.  8.      1901.     Geh.  n.  Jt  18.— 

Landau,  E.,  Handbuch  der  Lehre  von  der  Verteilung  der 
Primzahlen.  2  Bände  zu  je  etwa  400  S.  gr.  8.  Geh.  und  geb. 
[Erscheint  im  Oktober  1909.] 

Legendre,  A.-M.,  Zahlentheorie.  Nach  der  3.  Ausgabe  ins 
Deutsche  übertragen  von  H.  Maser.  2  Bände.  2.  wohlfeile 
Ausgabe.  I.  Band.  [XVIII  u.  442  S.]  II.  Band.  [XIl  u.  453  S.] 
gr.  8.     1893.     Geh.  je  n.  J^  6.— 

Loewy,  A.,  Vorlesungen  über  die  Theorie  der  linearen 
Substitutionsgruppen,     gr.  8.     Geb.      [In  Vorbereitung.] 

Mehmke,  B,.,  Vorlesungen  über  Vektoren-  und  Punkt- 
rechnung.     2  Bände,     gr.  8.      Geb.     [In  Vorbereitung.] 

Minkowski,    H.,    Geometrie   der   Zahlen.      In    2   Lieferungen. 

L  Lieferung.     [240  S.]     gr.  8.      1896.     Geh.  n.  c/^  8.— 

[Die  IL  Lieferung  erscheint  Oktober  1909.] 

diophantische  Approximationen.     Eine  Einführung 

in  die  Zahlentheorie.     Mit  82  in  den  Text  gedruckten  Figuren. 
[VIII  u.  236  S.]     gr.  8.     1907.     Geb.  n.  .^  8.— 

Muth,  P.,  Theorie  und  Anwendung  der  Elementarteiler. 
[XVI  u.  236  S.]     gr.  8.      1899.     Geh.  n.  Ji^  8.— 

Netto,  E.,  elementare  Algebra.  Akademische  Vorlesungen  für 
Studierende  der  ersten  Semester.  Mit  19  Textfiguren.  [VIII 
u.  200  S.]     gr.  8.      1904.     Geb.  n.  Ji  4.40. 


Verlag  von  B.  G.  Teubner  in  Leipzig  und  Berlin. 


Netto,  E.,  Vorlesungen  über  Algebra.    2  Bände,    gr.  8.    Geh. 
n.  Jt  28.—,  geb.  n.  Jt  30.40. 

I.  Band.    [X  u.  388  S.]    1896.    Geh.  n.  M  12.  —  ,   geb.  n.  Ji  13.— 
II.       „       [XII  u.  519  S.]  1899.  Geh.  n.  M  16.—,  geb.  n.  M  17.40. 

— Substitutionentheorie   und  ihre   Anwendung   auf 

die  Algebra.  [VIII  u.  290  S.J  gr.  8.    1882.   Geh.  n.  Ji  6.80. 
Lehrbuch  der  Kombinatorik.   [VIII  u.  260  S.]   gr.  8. 


1901.     Geb.  n.  Ji  9.— 

die  Determinanten.     8.     Kart,  und    geb.      [Erscheint 


Ostern  1910.] 

Pascal,  E.,  die  Determinanten.    Eine  Darstellung  ihrer  Theorie 
und  Anwendungen  mit  Eücksicht  auf  die  Gesamtheit  der  neuesten 
Forschungen.     Berechtigte  deutsche  Ausg.  von  H.  Leitzmann. 
[XVI  u.  266  S.]      gr.  8.      1900.     Geb.  n.  c/^  10.— 
Salmon,    G.,    Vorlesungen   über   die   Algebra   der  linearen 
Transformationen.      Deutsch    bearbeitet    von    W.    Fiedler. 
2.  verbesserte  und  sehr  vermehrte  Auflage.      [XIV  u.  478   S.] 
gr.  8.     1877.     Geh.  n.  Ji  10.— 
Scheibner,    W.,   Beiträge  zur  Theorie  der  linearen  Trans- 
formationen als   Einleitung  in  die  algebraische  Inva- 
riantentheorie.    [250  S.]     gr.  8.     1908.    Geh.  n.  Ji  10.— 
Serret,  J.-A.,  Handbuch  der  höheren  Algebra.    Deutsche  Über- 
setzung von  G.  Wertheim,  2  Bände,    gr.  8.    Geh.  n.  Ji  19. — 
I.  Band.     [VÜI  u.  528  S.]     2.  Aufl.     1878.     ti.  M  9.— 
U.       „        \S[lll  u.  574  S.]     2.  Aufl.     1879.     n.  <^  10.— 
Sommer,  J.,  Vorlesungen  über    Zahlentheorie.     Einführung 
in  die  Theorie  der  algebraischen  Zahlkörper.    Mit  4  Figuren  im 
Text.     [VI  u.  361  S.]     gr.  8.     1907.     Geb.  n.  Ji  11.— 
Study,  E.,  Methoden  zur  Theorie  der  ternären  Formen.    Im 
Zusammenhang  mit  Untersuchungen  anderer  dargestellt.      [XII 
u.  210  S.]     gr.  8.      1889.     Geh.  n.  ^6.— 
Vahlen,  K.  Th.,  Elemente  der  höheren  Algebra,    gr.  8.    Geb. 

[In  Vorbereitung.] 
Weber,  H.,  und  J.  Wellstein,  Encyklopädie  der  Elementar- 
Mathematik.     Ein  Handbuch  für  Lehrer  und  Studierende.    In 
3  Bänden.     Mit  Textfiguren,     gr.  8.     Geb. 

I.  Band.     Elementare  Algebra  und  Analysis.     Von  H.  Weber. 

2.  Aufl.     [VIII 'u.  539  S.]     1906.     n.  J^9.60. 
n.       „         Elementare  Geometrie.    Von  H.  Weber,  J.  Wellstein 
und  W.  Jacobsthal.     2.  Aufl.     [XII  u.  596  S.]     1907. 
n.  M  12.— 
m.     „  Angewandte  Elementar-Mathematik.    Von  H.Weber, 

J.  Wellstein  und   R.  H.  Weber.      [XIII  u.  666   S.] 
1907.     n.  M   14.— 
Wiman,  A.,  endliche  Gruppen  linearer  Transformationen, 
gr.  8.     Geb.     [In  Vorbereitung.] 


Verlag  von  B.  G.  Teubner  in  Leipzig  und  Berlin 
WISSENSCHAFT  UND  HYPOTHESE. 

Sammlung  von  Einzeldarstellungen 

aus  dem  Gesamtgebiet  der  Wissenschaften  mit  besonderer 

Berücksichtigung  ihrer  Grundlagen  und  Methoden, 

ihrer  Endziele  und  Anwendungen. 

Die  Sammlung  will  die  in  den  verschiedenen  Wissensgebieten  durch  rastlose  Arbeit  ge- 
wonnenen Erkenntnisse  von  umfassenden  Gesichtspunkten  aus  im  Zusammenhang  mitein- 
ander betrachten.  Die  Wissenschaften  werden  in  dem  Bewußtsein  ihres  festen  Besitzes,  in 
ihren  Voraussetzungen  dargestellt,  ihr  pulsierendes  Leben,  ihr  Haben,  Können  und  Wollen 
aufgedeckt.  Andererseits  aber  wird  in  erster  Linie  auch  auf  die  durch  die  Schranken  der 
Sinneswahrnehmung  und  der  Erfahrung  überhaupt  bedingten  Hypothesen  hingewiesen. 

I.  Band:  Wissenschaft  und  Hypothese.  Von  H.  Poincare,  membre  de 
l'Acad^mie,  in  Paris.  Autorisierte  deutsche  Ausgabe  mit  erläuternden  Anmerkungen 
von  L.  und  F.  Lindemann  in  München.    2.verb.  Aufl.    8.     1906.     Geb.  n.  ^16.^. So. 

II.  Band:  Der  Wert  der  Wissenschaft.  Von  H.  Poincare,  membre  de  FAcademie, 
in  Paris.  Mit  Genehmigung  des  Verfassers  ins  Deutsche  übertragen  von  E.Weber. 
Mit  Anmerkungen  und  Zusätzen  von  H.  Weber,  Professor  in  Straßburg  i.  E. 
Mit  einem  Bildnis  des  Verfassers.     8.      1906.     Geb.  n.  JC.  3.60. 

IJI.  Band:  Mythen bildung  und  Erkenntnis.  Eine  Abhandlung  über  die  Grund- 
lagen der  Philosophie.     Von  G.  F.  Lipps.     8.     1907.     Geb.  n.  c^'fC   5. — 

IV. Band:  Die  nichteuklidische  Geometrie.  Historisch-kritische  Darstellung  ihrer 
Entwicklung.  Von  R.  Bonola  in  Pavia.  Autorisierte  deutsche  Ausgabe  besorgt  von 
Professor  Dr.  H.  Lieb  mann  in  Leipzig.     Mit  76  Figuren.    8.     1908.    Gch.n.oiCS. — 

V.  Band:  Ebbe  und  Flut  sowie  verwandte  Erscheinungen  im  Sonnensystem.  Von 
G.  H.  Darwin  in  Cambridge.  Autorisierte  deutsche  Ausgabe  nach  der  zweiten  eng- 
lischen Auflage  von  A.  Pockels  in  Braunschweig.  Mit  einem  Einführungswort  von 
G.  V.  Neumayer  in  Hamburg.    Mit  43  Illustrationen.     8.      1902.     Geb.  n.  JC  6.80. 

VI.  Band:  Das  Prinzip  der  Erhaltung  der  Energie.  Von  M.  Planck  in  BerUn. 
Von  der  philosoph.  Fakultät  Göttingen  preisgekr.    2.  Aufl.    8.    1908.    Geb.  n.  ^iC  6 .  — 

Vn.  Band:  Grundlagen  der  Geometrie.  Von  D.  Hubert  in  Göttingen.    3.  durch 

Zusätze  und  Literaturhinweise  von  neuem  vermehrte  und  mit  sieben  Anhängen  ver 

sehene    Auflage.     8.     1909.     Geb.  n.  JC  6. — 

Demnächst  erscheint:                              1  Unter  der  Presse: 

Wissenschaft  und  Religion.     Von  E.  Bout-  Erkenntnistheoretische  Grundzüge  der  Na- 

roux,   membre  de  l'Institut,  Paris.     Deutsch    !  turwissenschaften  und  ihre  Beziehungen 

von  E.W  eher- Straßburg  i.E.                                 |  zum  Geistesleben  der  Gegenwart.   AUge- 

Das  Wissen   unserer   Zeit    in   Mathematik    1  meinwissenschaftliche  Vorträge.  Von  P.Volk - 

und  Naturwissenschaft.     Von  E,  Picard,     i  m  a  n  n  -  Königsberg  i.  Pr. 

membre  de  l'Institut,  Paris.  Deutsch  von  L.  u.     i  Probleme  d. Wissenschaft.  VonF.Enriques- 

F.  Linde  mann  in  München.  Bologna.  Deutsch  von  K.G  relling-Göttingen. 
In  Vorbereitung  (genaue  Fassung  der  Titel  vorbehalten) : 

Anthropologie  und  Rassenkunde.     Von  E.  Die  Vorfahren  und  die  Vererbung.  Von  F.  Lo 

v.  Baelz- Stuttgart.  Dantec-Paris.  Dtsch.v.H.Kniep-Freiburgi.B. 

Prinzipien  der  vergleichenden  Anatomie.  oje  wichtigsten  Probleme  der  Mineralogie 

Von  H.  Braus- Heidelberg  und    Petrographie.     Von    G.  Linck-Jeua. 

Die    Erde   als    Wohnsitz    des    Menschen.  r^.       ,      .     .          r^        ^,               .               ,. 

Von  K  Do ve- Berlin  ^1®    logischen    Grundlagen    der    exakten 

Das    Gesellschafts-    und   Staatenleben    im  V^issenschaften.  Von  P.  Natorp- Marburg. 

Tierreich.     Von  K.  Escherich -Tharandt.  Wissenschaft  und  Methode.    Von  H.  Poin- 

Prinzipien    der    Sprachwissenschaft.     Von    i  care -Paris.     Deutsch  von  L.  und  F.  Linde- 
F.  H.  F  i  n  c  k  -  Berlin-Südende.  mann-  München. 

Erdbeben  und  Gebirgsbau.    Von  Fr.  Frech-  Botanische  Beweismittel   für  die  Abstam- 

Grundfagen  der  Natur-  und  Geisteswissen.  mungslehre.    Von  H.  Potonie-Berlin. 

Schäften.  Von  Dr.  M.  Frischeisen-Köhler-  Mensch  und  Mikroorganismen  unter  besonde- 


B  erlin 

Die  pflanzengeographischen  Wandlungen 
der  deutschen  Landschaft.  Von  H.  Haus- 
rat h  -  Karlsruhe. 

Reizerscheinungen     der     Pflanzen.      Von 


rer  Berücksichtigung  des  Immuuitätsproblems. 
Von  H.  Sachs-Frankfurt  a.  M. 

Grundfragen  der  Astronomie,  der  Mechanik 
und  Physik  der  Himmelskörper.    Von  H. 


^.-«»»wic.iiuuBcu      u«      i-imw^ci.        vuu  •  S  ee  li  ge  r- Wien. 

L.  J  ost-Bonn-Poppelsdorf.  ^  „       •  ^ 

Geschichte  der  Psychologie.  VonO.  Klemm-        Meteorologische    Zeit-    und    Streitfragen. 

Leipzig.  I        Von  R.  Süring-Berlin. 

DieMaterieimKolloidzustand.  Von  V.Kohl-  j  j^.^  Sammlung  wird  fortgesetzt. 

schutter-Straßburg  1.  E.  ^ 
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Algebra  (und  auch  Fuuktionentheorie)  die  Geometrie  der  „Transformationen"  behandeln,  wobei  mit 

auf  den  zur  Verfügung  stehenden  Kaum  eine  beschränkte  Auswahl  von  selbst  geboten  ist. 

Elemente  der  Mathematik.  Von  Dr.  E.  Borel,  Professor  an  der  Sorbonne  zu 
Paris.  Deutsche  Ausgabe  von  Dr.  P.  Stäckel,  Professor  an  der  Technischen  Hoch- 
schule zu  Karlsruhe.     In  2  Bänden,     gr.  8.     In  Leinwand  geb. 

T.  Band:  Arithmetik  und  Algebra.  Mit  57  T<5xtfigurou  und  3  Tafeln.  [XVI  u.  431  S.]  1908.  ii.  .«.  8.60. 
II.      —       Geometrie.     Mit   :03  Figuren.     [XII  n.  324  S.]     1903.     uvU.&AO. 

„...  DaJ  i:rscIicinon  dieses  Buches  Ist  ein  Ereignis  für  den  nlathcm.-itischen  Unter/icht  unsorör 
höheren  Schulen.  Die  Namen  des  französischen  Verfassers  und  des  deutschen  Bearbeiters  sind  bereits  von 
programmatischer  Bedeutung.  Einer  der  wichtigsten  Prügrammi)unkte  in  der  Bewegung  für  die  Umgestaltung 
und  Erweiterung  des  -Matlieraatikunterrichtes  der  höheren  Schulen  lautet:  Pflege  des  auf  zahlreichen  Gebieten 
der  Wissenschaft  so  wichtigen  funktionalen  Denkens  schon  auf  der  Schule.  Emile  Borel  ist  einer  der  hervor- 
ragendsten Funktionentheoretiker  der  Gegenwart  und  hat,  so  hoch  die  von  ihm  sonst  bearbeiteten  Teile  der 
Analysis  Über  den  hier  in  Frage  kommenden  einfächsten  Elementen  auch  stehen,  es  nicht  für  zu  gering 
erachtet,  Schulbücher  zu  verfassen  und  in  diese  die  von  der  modernen  Eeformbewegung  geforderton  Elemen*e 
(Koordinatenbegrifif  und  graphiiche  Darstellung,  Begriff  der  veränderlichen  Größe  und  der  Funktion)  auK 
zunehmen.  Seine  Bücher  sind  für  den  Mathematikunterricht  der  französischen  Schulen  von  gnjßtcr  Be- 
deutung geworden.«  (Franlifurter  Zeitung.) 
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Geister,  und  manchem  wird  durch  manche  kurze,  treffende  Bemerkung  ein  Licht  über  ganze 
Gebiete  der  Wissenschaft  aufgehen...  Ein  alphabetisches  Sach-  und  Namenregister  erleichtert 
die  Orientierung."  (Professor  Dr.  Hoizmüller  in  der  Zeitschrift  für  lateinlose  Schulen.) 

Mathematische  Unterhaltungen  und  Spiele,  von  Drw.Ahrens  in  Magdeburg 

[Xu.  428  S.]    gr.  8.    1901.    In  Leinwand  geb.  n.  ci^  10. —    [2.  Auf  läge  unter  der  Presse.] 

„Eine  solche  mit  Sachkenntnis  und  mit  wohltuender  Eleganz  geschriebene  Darstellung  dieser  eigen- 
tümlichen Materie  darf  sowohl  bei  dem  Mathematiker  als  auch  bei  dem  Laien  auf  Interesse  zählen,  der 
sich  gern  mit  Zahlen  und  geometrischen  Figuren  abgibt,  weil  ihm  ihre  schönen  und  oft  merkwürdigen 
Eigenschaften  Vergnügen,  gewiß  ein  Vergnügen  der  reinsten  Art,  bereiten.  Sie  darf  des  Interesses  ins- 
besondere dann  sicher  sein,  wenn  sie  mit  solcher  Sachkenntnis  gearbeitet  und  mit  wohltuender  Eleganz 
geschrieben  ist  wie  die  vorliegende.  Der  Verfasser  derselben  wollte  sowohl  den  Fachmann,  den  der 
theoretische  Kern  des  Spieles  interessiert,  als  den  mathematisch  gebildeten  Laien  befriedigen,  dem  es  sich 
um  ein  anregendes  Gedankenspiel  handelt;  und  er  hat  den  richtigen  Weg  gefunden,  beides  zu  erreichen." 

(Professor  Czuber  in  der  Zeitschrift  für  das  Realschulwesen.) 

Hlmniel  und  Erde,  illustrierte  naturwissenschaftliche  Monatsschrift,  heraus- 
gegeben von  der  Gesellschaft  Urania  Berlin,  redigiert  von  Dr.  P.  Schwahn.  XXI.  Jahr- 
gang.    1909.     Jährlich  12  Hefte.     Vierteljährlich  n   .11  3.60. 

Sich  fernhaltend  von  einer  seichten  Popularität,  die  nur  der  Halbbildung  dient,  unterrichtet  „Himmel 
und  Erde"  in  wissoiaschaftlich  einwandfreier,  aber  dennoch  jedem  Gebildeten  verständlicher  Weise  den 
Leser  über  alle  Fortschritte  auf  dem  Gebiete  der  Naturwissenschaft  und  Technik.  Seit  den  mehr  denn 
zwei  Dezennien  ihres  Bestehens  erfreut  sich  die  Zeitschrift  der  ständigen  Mitarbeit  der  besten  Namen  aus 
allen  Fachgebieton.  Der  reiche  Bilderschranck,  der  jed(«m  Hefte  beigogeb(u\  ist,  und  die  gediegene  Aus- 
stattung machen  das  Blatt  zu  einem  Schmuck  für  jede  Bibliothek.  Jedes  Heft  enthält  eine  Anzahl  reich 
illustrierter  größerer  Aufsätze  von  namhaften  Fachgelehrten,  die  entweder  fundamentale  Fragen  der  Natur- 
wissenschaft und  Technik  oder  biographische  Würdigungen  schöpferischer  Geister  auf  dem  Gebi<'te  moderner 
Naturerkeuntnis  behandeln.  An  die  größereu  Aufsiitze  schließen  sich  Mitteilungen  über  wichtige  Ent- 
deckungen und  Ertindungen,  über  naturwissenschaftliche  und  technische  Kongresse,  über  die  jeweiligen 
Himmelsiirscheintingeii,  außerdem  Besprechungen  der  hervorragendsten  neuen  Werke  auf  naturwijsenschaf- 
lichem  Gebiete  sowie  eine  sorgfältig  durchgearbeitete  Bücherschau.  So  witd  ei  dem  Leser  gewährleistet, 
daß  er  den  (jborhlick  nicht  verliert  und  einerlei,  ob  er  selbst  forschend  tätig  ist  oder  mitten  im  praktischen 
Leben  steht,  Fühlung  mit  den  Errungenschaften  unseres  naturwissenschaftlichen  Zeitalters  behält 


